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Περίληψη 
 
΢τθν παροφςα διπλωματικι εργαςία γίνεται υπολογιςτικι 
προςομοίωςθ τθσ ροισ γφρω από ζνα ιςτιοπλοϊκό υδροπτζρυγο 
καταμαράν τφπου ΑC45 με τθ μζκοδο των ςτοιχείων ςτροβιλότθτασ. 
Σονίηεται ότι θ παροφςα εργαςία αφορά μόνο το υδροδυναμικό 
κομμάτι του ςκάφουσ,δθλαδι δεν ζγινε προςομοίωςθ τθσ ροισ γφρω 
από τα πανιά. Αρχικά προςαρμόςτθκε θ γεωμετρία των μελϊν του 
ςκάφουσ (γάςτρα,υδροπτερφγιο,πθδάλιο) κατάλλθλα ϊςτε να είναι 
ςυμβατι με το υπολογιςτικό λογιςμικό. ΢τθ ςυνζχεια,και αφοφ ζγιναν 
υπολογιςμοί των απομονωμζνων υδροδυναμικϊν ςωμάτων για να 
εξακριβωκεί θ εν γζνει ςυμπεριφορά τουσ,ακολοφκθςαν ςυνολικοί 
υπολογιςμοί για το ςκάφοσ ςτουσ οποίουσ ιταν διακριτι και θ 
αλλθλεπίδραςθ των ςωμάτων μεταξφ τουσ. ΢τουσ ςυνολικοφσ 
υπολογιςμοφσ ςυμπεριλιφκθκε επίςθσ προςομοίωςθ τθσ ελεφκερθσ 
επιφάνειασ και προςζγγιςθ του κυματιςμοφ του νεροφ. Σζλοσ,ζγινε 
παραμετρικι ανάλυςθ από τθν οποία προζκυψαν ςτοιχεία για τθ 
γεωμετρία των υδροδυναμικϊν ςωμάτων και πϊσ αυτά επθρεάηουν τθν 
απόδοςι τουσ. 
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Abstract 
 
In the present diploma thesis, takes place the computational simulation 
of the flow around a sailing hydrofoil catamaran  AC45 with the vortex 
particle method. It has to be mentioned that this thesis examines only 
the hydrodynamic part of the vessel. That means,that  calculations 
around the sails did not take place. Firstly,the geometry of the parts of 
the vessel (hull,daggerboard,rudder) was adjusted in order to be 
compatible with the computational software. Then,and after 
calculations of the isolated hydrodynamic bodies in order to be observed 
their general behaviour,overall calculations of the vessel took place 
where it was also distinguishable the interaction of the parts. The overall 
calculations concluded also free surface simulation and water waves 
approximation. In the end,from the parametric analysis were drawn 
conclusions about the geometry of the hydrodynamic bodies and how 
this affect their efficiency.  
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Κεφάλαιο 1: Ειςαγωγή 
 1.1 Καταμαράν 
  1.1.1 Γενικά 
Σο καταμαράν(catamaran) είναι ζνα ςκάφοσ που χαρακτθρίηεται από δφο 
παράλλθλεσ  γάςτρεσ  ίδιου μικουσ. Είναι ζνα γεωμετρικά-ςτακερό ςκάφοσ,κάτι 
που απορρζει από τo ευρφ ρεφμα του ςε ςφγκριςθ με τθ μία καρίνα ενόσ  
μονόγαςτρου ιςτιοφόρου. Με τθν χωρίσ ζρμα και ςυγχρόνωσ ελαφρφτερθ 
καταςκευι τουσ,τα καταμαράν ςυχνά παρουςιάηουν μικρότερο ''βφκιςμα'' από 
ίδιου μεγζκουσ μονόγαςτρα. Οι δφο γάςτρεσ επίςθσ ςυνδυαςμζνεσ  ςυχνά 
παρουςιάηουν μικρότερθ υδροδυναμικι αντίςταςθ απαιτϊντασ ζτςι μικρότερθ  
προωςτικι δφναμθ από τα πανιά ι τον κινθτιρα αντίςτοιχα. Σζλοσ,το ευρφτερο 
εκπζταςμα του καταμαράν μπορεί να μειϊςει τθν κίνθςθ που προκαλείται από το 
κφμα κακϊσ και τθν 'πλαγιολίςκθςθ'.                                                                                                                    
 Γενικά μποροφμε να ποφμε ότι τα καταμαράν ζχουν δφο ευκρινι πρωτογενι 
χαρακτθριςτικά απόδοςθσ  που τα διακρίνουν από τα μονόγαςτρα: χαμθλότερθ 
αντίςταςθ ςτθ διζλευςθ μζςω του νεροφ και μεγαλφτερθ ςτακερότθτα(αρχικι 
αντίςταςθ ςτθν ανατροπι). Σα καταμαράν ωσ προσ το μζγεκοσ παρουςιάηονται ςε 
μικρά (ιςτιοπλοϊκά ι κωπθλατικά ςκάφθ)(Εικόνα 1.1) και μεγάλα (πολεμικά και 
οχθματαγωγά πλοία)(Εικόνα 1.2).  
          
Εικόνα 1.1 Ιςτιοπλοϊκό ςκάφοσ τφπου καταμαράν 
 4 
 
 
Εικόνα 1.2 Μεγάλα ςκάφη τφπου καταμαράν 
Η καταςκευι που ςυνδζει τισ δφο γάςτρεσ ενόσ καταμαράν μπορεί να είναι ζνα 
απλό πλαίςιο με ιμάντεσ για τθ ςτιριξθ του πλθρϊματοσ ι μια υπερκαταςκευι που 
ενςωματϊνει εκτεταμζνθ καμπίνα και/ι χϊρο φόρτωςθσ. 
1.1.2 Ιςτορικά 
Σα πρϊτα ςκάφθ τφπου καταμαράν χρονολογοφνται το 1500 π.Χ ςτθν Πολυνθςία. 
Μια πολφ απλι καταςκευι  με δφο μονόξυλα ςυνδεδεμζνα μεταξφ τουσ μ'ζνα 
ξφλινο πλαίςιο,ςυνοδευόμενα μερικζσ φορζσ από ζνα πανί που επζτρεπε ςτουσ 
καλαςςοπόρουσ  Πολυνιςιουσ να προςεγγίςουν απομακρυςμζνα νθςιά του 
Ειρθνικοφ ωκεανοφ (Εικόνα 1.3).  
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Εικόνα 1.3 Πρϊτo καταγεγραμμζνo ςκάφoσ τφπου καταμαράν 
Ενϊ ςτθ Δφςθ θ καταςκευι και χριςθ καταμαράν μζχρι το 19ο αιϊνα ιταν ζνα 
πολφ ςπάνιο φαινόμενο,τα καταμαράν εντοπίηονται ςε ευρεία χριςθ μόλισ από το 
5ο αιϊνα από το λαό Σαμίλ τθσ Νοτίου Ινδίασ. Ο όροσ  'καταμαράν' που 
χρθςιμοποιείται ακόμα και ςιμερα προζρχεται από τθ λζξθ των Σαμίλ 'kattumaram' 
που ςθμαίνει 'ξφλα δεμζνα μαηί'. Tον 17ο αιϊνα ο εξερευνθτισ και κουρςάροσ  
William Dampier ςυνάντθςε ανκρϊπουσ του λαοφ Σαμίλ κατά τθ διάρκεια του 
πρϊτου του περίπλου τθσ Γθσ. Ήταν ο πρϊτοσ που ζγραψε ςτα Αγγλικά για το 
πρωτόγνωρο ςκάφοσ που παρατιρθςε ςε χριςθ εκεί. 
Σα καταμαράν τθσ Πολυνθςίασ και τθσ Ν. Αςίασ αποτζλεςαν τον προκάλαμο και τθν 
ζμπνευςθ των μοντζρνων καταμαράν. 
 
1.1.3 Ανάπτυξη μοντζρνων καταμαράν 
Σο πρϊτο καταγεγραμμζνο παράδειγμα  δίγαςτρου  ςκάφουσ  ςτθν Ευρϊπθ 
ςχεδιάςτθκε από τον William Petty το 1662 χωρίσ όμωσ ιδιαίτερθ αποδοχι. 
Θα φτάςουμε ςτα τζλθ του 19ου αιϊνα,εκεί όπου o  Αμερικανόσ  Nathanael  
Herreshoff  ςχεδίαςε ζνα  δίγαςτρο  ιςτιοφόρο (Εικόνα 1.4). ΢τθν πρϊτθ του  
ρεγκάτα  το 1876,είχε εκπλθκτικζσ επιδόςεισ και ςτθν ουςία επικφρωνε τα 
ευδιάκριτα πλεονεκτιματα απόδοςθσ του καταμαράν ζναντι των ςυμβατικϊν 
μονόγαςτρων. 
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Εικόνα 1.4 Σο καταμαράν του Nathanael  Herreshoff 
Tα αδζλφια Prout,Roland και Francis,πειραματίςτθκαν με τα καταμαράν από το 
1949 και εντζλει μετζτρεψαν τθν εταιρεία παραγωγισ ςκαφϊν που διατθροφςαν 
από το 1939,ςε εταιρεία παραγωγισ καταμαράν το 1954. 
To 1967 ςτθ Καλιφόρνια, ο καταςκευαςτισ ιςτιοςανίδων,Hobie Alter παριγαγε το 
110 κιλϊν  Hobie 14 και δφο χρόνια αργότερα το μεγαλφτερο και ακόμα πιο 
επιτυχθμζνο Hobie 16. Χάρθ ςτθν ευκολία δρομολόγθςθσ και μαηικισ παραγωγισ 
τουσ,ςχθματίςτθκε μια ευρζωσ διαδεδομζνθ κατθγορία ιςτιοφόρων καταμαράν με 
το όνομα  beachcats. Μζχρι και ςιμερα ζχουν καταςκευαςτεί πάνω από 100.000 
Hobie 16. 
 
Εικόνα 1.5 Ηοbie 16 
Σζλοσ,θ Αυςτραλία ζγινε θ ζδρα καταςκευαςτικϊν εταιρειϊν μεγάλων μεταφορικϊν 
καταμαράν,όπωσ θ Incat(1977) και θ Αustal(1988). 
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1.2 Τδροπτζρυγα 
 1.2.1 Γενικά 
Σα υδροπτερφγια(hydrofoils) είναι ανωςτικζσ επιφάνειεσ που λειτουργοφν,'δρουν' 
μζςα ςτο νερό. Σα ςκάφθ που χρθςιμοποιοφν τεχνολογία υδροπτερυγίων  
καλοφνται πιο απλά υδροπτζρυγα. 'Oταν ζνα υδροπτζρυγο αποκτά κατάλλθλθ 
ταχφτθτα,τα υδροπτερφγια ςθκϊνουν τθ γάςτρα του ςκάφουσ πάνω από το 
νερό,μειϊνοντασ τθ βρεχόμενθ επιφάνεια και κατ'επζκταςθ τθν 
αντίςταςθ,επιτρζποντασ μεγαλφτερεσ ταχφτθτεσ. 
Παρόλο τουσ διαφορετικοφσ βακμοφσ ςυνεκτικότθτασ,πυκνότθτασ και 
ςυμπιεςτότθτασ του αζρα με το νερό,τα υδροπτερφγια ςε ζνα ςκάφοσ και τα 
πτερφγια ςε ζνα αεροςκάφοσ παράγουν άνωςθ με πανομοιότυπο τρόπο. Σο 
πτερφγιο κινείται ομαλά διαμζςου του νεροφ εκτρζποντασ τθ ροι προσ τα κάτω,ενϊ 
αυτι με τθ ςειρά τθσ ςφμφωνα με τον 3ο νόμο του Νεφτωνα αςκεί μια  ανωςτικι 
δφναμθ ςτο πτερφγιο. Αυτι θ 'ςτροφι' του νεροφ δθμιουργεί υψθλότερθ πίεςθ 
(υπερπίεςθ) ςτθν κάτω πλευρά του πτερυγίου  και μειωμζνθ πίεςθ (υποπίεςθ) ςτθν 
πάνω πλευρά. Αυτι θ διαφορά πιζςεων,μζςω τθσ εξίςωςθσ Bernoulli, ςυνοδεφεται 
κι από διαφορά ταχυτιτων αφοφ το παραγόμενο πεδίο ροισ  ζχει μεγαλφτερθ μζςθ 
ταχφτθτα ςτθ μία πλευρά από τθν άλλθ.                                      
 'Οταν λοιπόν το πτερφγιο χρθςιμοποιείται ωσ ανωςτικό ςτοιχείο ςε ζνα 
υδροπτζρυγο,θ ανωςτικι αυτι δφναμθ που προκαλείται,'ςθκϊνει' το ςϊμα του 
ςκάφουσ μειϊνοντασ τθν αντίςταςθ και αυξάνοντασ τθν ταχφτθτα. Η ανωςτικι 
δφναμθ τελικά εξιςϊνεται με το βάροσ του ςκάφουσ,φτάνοντασ ζνα ςθμείο ςτο 
οποίο δεν προςφζρει πια άνωςθ,αλλά το ιςορροπεί. 'Ετςι οι δυνάμεισ αντίςταςθσ 
δρουν πλζον ςε μικρότερο βακμό ςτο ςϊμα του ςκάφουσ και ςε μεγαλφτερο βακμό 
ςτθ πολφ μικρότερθ ςυγκριτικά επιφάνεια του υδροπτερυγίου,  δθμιουργϊντασ  
αξιοςθμείωτθ αφξθςθ τθσ ταχφτθτασ. 
Όμωσ θ χριςθ υδροπτερυγίων ζχει και οριςμζνα μειονεκτιματα που περιορίηουν τθ 
χριςθ και  τθ δθμοτικότθτά τουσ ςε ταξίδια αναψυχισ,μεταφορζσ επιβατϊν και 
εμπορικά πλοία: 
 Σα υδροπτζρυγα είναι ευαίςκθτα ςτθν επαφι με επιπλζοντα αντικείμενα και 
καλάςςια ηϊα. Αν χτυπιςει κάτι,το ςκάφοσ μπορεί να χάςει τθ ςτιριξθ από 
τα πτερφγια και να πζςει δθμιουργϊντασ μια επικίνδυνθ κατάςταςθ. 
 Από τθν άλλθ τα υδροπτερφγια χαρακτθρίηονται από αιχμθρζσ ακμζσ  που 
μποροφν να φανοφν κανάςιμεσ για καλάςςια ηϊα. 
 Σζλοσ,τα υδροπτζρυγα απαιτοφν υψθλό κόςτοσ καταςκευισ και ςυντιρθςθσ 
ενϊ είναι και τεχνικά πολφπλοκα. 
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1.2.2 Ιςτορικά 
Ο Ιταλόσ εφευρζτθσ  Enrico Forlanini άρχιςε να εργάηεται πάνω ςτα υδροπτερφγια 
και χρθςιμοποίθςε ζνα ςφςτθμα τφπου 'ςκάλασ'  ('ladder' foil system)(Εικόνα 1.6).  
   
Εικόνα 1.6 To υδροπτζρυγο του Enrico Forlanini 
                                                                                                                                                   
Ζνα επιςτθμονικό άρκρο το Μάρτιο του 1906 από τον Αμερικανό πρωτοπόρο 
William E. Meacham εξθγοφςε τισ βαςικζσ αρχζσ των υδροπτερυγίων. Ο Alexander 
Graham Bell κεϊρθςε τθν εφεφρεςθ ενόσ ςκάφουσ που 'πετάει' τεράςτιο επίτευγμα 
και μετά τθν ανάγνωςθ του άρκρου άρχιςε να ςκιτςάρει τισ πρϊτεσ ιδζεσ αυτοφ 
που ςιμερα ονομάηουμε υδροπτζρυγο.Μαηί με τον επικεφαλισ μθχανικό του Casey 
Baldwin,ο Bell ξεκίνθςε πειράματα με υδροπτερφγια το καλοκαίρι του 1908. Ο 
Baldwin μελζτθςε τθ δουλειά του Forlanini και ξεκίνθςε να δοκιμάηει μοντζλα με 
βάςθ αυτά τα ςχζδια. Κατά τθ διάρκεια του τουρ του Bell ανά το κόςμο,ο Bell και ο 
Baldwin ςυναντικθκαν με το Forlanini ςτθν Ιταλία και ανζβθκαν ςτο υδροπτζρυγο 
ςκάφοσ του κάνοντασ ζνα γφρο ςτθ λίμνθ Maggiore. Ο Baldwin περιζγραψε αυτι 
τθν εμπειρία τόςο ομαλι ςαν πτιςθ.                                                                                                                        
Κατά τθν επιςτροφι τουσ λοιπόν ςτο εργαςτιριο του Bell, πειραματίςτθκαν με μια 
ςειρά από ςχζδια,με αποκορφφωμα το HD-4 Bell (Εικόνα 1.8) που ξεχϊριηε για τθ 
ραγδαία του επιτάχυνςθ,καλι αντιμετϊπιςθ ςτα κφματα,ευκολία κακοδιγθςθσ 
κακϊσ και τθ ςτακερότθτά του. Με αυτό το μοντζλο και χρθςιμοποιϊντασ δφο 
κινθτιρεσ 260kW,ο Bell ςτισ 9 ΢επτεμβρίου 1919 όριςε το ρεκόρ καλάςςιασ 
ταχφτθτασ ςτα 114km/h(62knots). 
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Εικόνα 1.8 Σο υδροπτζρυγο των Βell και Baldwin 
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1.3 AC45 και Αmerican Cup 
Αντικείμενο τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ αποτζλεςε ζνα ιςτιοπλοϊκό 
υδροπτζρυγο καταμαράν κατθγορίασ ΑC45 (Εικόνα 1.9). 'Ενα ιςτιοπλοϊκό 
υδροπτζρυγο μπορεί να πιάςει ταχφτθτεσ που ξεπερνοφν ζωσ και δφο φορζσ τθν 
ταχφτθτα του ανζμου. Σο ςυγκεκριμζνο μοντζλο ςχεδίαςθσ δθμιουργικθκε από τθν 
Oracle Racing αποκλειςτικά για τθ διεξαγωγι των διοργανϊςεων '2013 America's 
Cup'  και '2017 America's Cup'*. Η κατθγορία AC45 εκλιφκθκε ωσ μια μικρότερθ 
εκδοχι τθσ κατθγορίασ  AC72 που χρθςιμοποιικθκε ςτο '2013 America's Cup'. 
Σροποποιικθκε το 2015 για να ςυμπεριλάβει τθ δυνατότθτα χρθςιμοποίθςθσ 
υδροπτερυγίων(hydrofoiling) για βελτιωμζνεσ επιδόςεισ,με τα ςκάφθ να αγγίηουν 
ταχφτθτεσ ζωσ και 69 km/h(37 knots). 
 
Εικόνα 1.9 To υδροπτζρυγο καταμαράν τησ Oracle Racing 
 
*Σο Κφπελλο Αμερικισ (America’s Cup) είναι θ διαςθμότερθ ρεγκάτα τθσ 
ιςτιοπλοΐασ και το παλαιότερο τρόπαιο ςτον διεκνι ακλθτιςμό, κακϊσ 
χρονολογείται πριν από τθν αναβίωςθ των Θερινϊν Ολυμπιακϊν Αγϊνων, με 
διαφορά 45 ετϊν 
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Tο χαρακτθριςτικό αυτϊν των ςκαφϊν είναι θ φπαρξθ των υδροπτερυγίων.Σα 
υδροπτερφγια (daggerboards) ςε ςυνδυαςμό με τα πθδάλια (rudders) λειτουργοφν 
ωσ ανωςτικά ςϊματα για το ςκάφοσ και του επιτρζπουν να κινείται ουςιαςτικά 
πάνω από το νερό πιάνοντασ  μεγάλεσ  ταχφτθτεσ (Εικόνα 1.10). 
 
Εικόνα 1.10 To AC45 ςε 'πτήςη' 
Θα μποροφςαμε να ποφμε ότι τα υδροπτερφγια (daggerboards) ς'ζνα καταμαράν 
τφπου AC45 ζχουν το ρόλο και τθ ςθμαςία που ζχουν οι πτζρυγεσ ς'ζνα 
αεροςκάφοσ. Σο πλιρωμα είναι υπεφκυνο για τθν αποδοτικότερθ χριςθ  των 
daggerboards,αφοφ αυτά δεν ζχουν ςτακερι κζςθ,αλλά  'ανεβαίνουν' και 
'κατεβαίνουν' (Eικόνα 1.11). 
 
Εικόνα 1.11 'Ενα daggerboard 'κατεβαςμζνο' κι ζνα  'ανεβαςμζνο' 
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Κάποια βαςικά ςτοιχεία για τα ςκάφθ ΑC45: 
 Mικοσ:  13.45 m  (44.1 ft) 
 Ρεφμα:  6.90 m  (22.6 ft) 
 Bάροσ:  1290-1320 kg (2840-2910 lb) 
 Δφο  υδροπτερφγια(daggerboards) από ίνεσ άνκρακα( ανυψωτισ τφπου-L) 
(Εικόνα 1.12) 
 Δφο πθδάλια(rudders) από ίνεσ άνκρακα (ςτακεροποιθτισ τφπου-Σ) (Εικόνα 
1.13) 
  
Εικόνα 1.12 Τδροπτερφγιο(daggerboard) AC45 
 
 
Εικόνα 1.13 Πηδάλιο(rudder) ΑC45 
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1.3.1  ΢τόχοσ τησ εργαςίασ 
΢τόχοσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ είναι θ προςομοίωςθ τθσ  ροισ γφρω 
από  ζνα ιςτιοπλοϊκό υδροπτζρυγο καταμαράν  με χριςθ του λογιςμικοφ GENUVP. 
Οι  υπολογιςμοί που ζγιναν αφοροφν μόνο το υδροδυναμικό κομμάτι του 
ςκάφουσ,αφοφ δεν ζγινε προςομοίωςθ τθσ ροισ γφρω από τα πανιά. Αυτό 
κακορίηει και τουσ επιμζρουσ ςτόχουσ τθσ εργαςίασ. 
Σο αρχικό εγχείρθμα είναι θ ειςαγωγι τθσ  γεωμετρίασ του ςκάφουσ ςε μορφι που 
αφενόσ να είναι ςυμβατι με το κϊδικα GENUVP  και αφετζρου να αποτυπϊνει με 
τθ μζγιςτθ δυνατι ακρίβεια το 'πραγματικό' πρόβλθμα. Η υπολογιςτικι δυςκολία 
ζγκειται ςτον μεγάλο αρικμό επίπεδων ςτοιχείων (panels) των γεωμετρικϊν 
πλεγμάτων,κακϊσ και ςτθ ςχετικι ανομοιομορφία τουσ. Σο πρόβλθμα γίνεται 
ακόμα πιο  περίπλοκο με τθν προςπάκεια προςζγγιςθσ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ 
του νεροφ. 
΢τθ  ςυνζχεια,πρζπει να διευκρινιςτεί ο ρόλοσ των υδροδυναμικϊν ςωμάτων και να 
αιτιολογθκεί θ γεωμετρία τουσ κακϊσ και θ ςχετικι τουσ κζςθ. Ελλείψει  
πειραματικϊν αποτελεςμάτων,πρζπει να ελεγχκεί κατά πόςο τα αποτελζςματα που 
πιραμε ανταποκρίνονται ςτθν πραγματικότθτα και ςε ποιο βακμό το λογιςμικό που 
χρθςιμοποιιςαμε μπορεί να αποτυπϊςει ζνα  περίπλοκο πρόβλθμα όπωσ είναι θ 
ροι γφρω από ςκάφθ τζτοιου τφπου ι  και να υποςτθρίξει ακόμα πιο πολφπλοκουσ 
υπολογιςμοφσ που περιλαμβάνουν  τθν  επίδραςθ των πανιϊν ι ακριβζςτερθ 
προςζγγιςθ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ.  
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Κεφάλαιο 2: Θεωρητική προςζγγιςη  
  
2.1 Οι πλεγματικζσ και οι μη πλεγματικζσ μεθόδοι 
Για τθν αντιμετϊπιςθ των προβλθμάτων τθσ ρευςτομθχανικισ ζχουν αναπτυχκεί 
αρκετζσ μεκοδολογίεσ. Οι διαφορζσ τουσ εςτιάηονται ςτο βακμό τθσ λεπτομζρειασ 
με τθν οποία προςεγγίηουν το πρόβλθμα και τθ λφςθ του. 'Ετςι,αν κζλαμε να 
κάνουμε  ζναν βαςικό διαχωριςμό ανάμεςά τουσ,τότε κα τισ κατθγοριοποιοφςαμε 
ςτισ πλεγματικζσ και μθ πλεγματικζσ μεκόδουσ. ΢τισ πλεγματικζσ το πλζγμα 
καταλαμβάνει όλο το πεδίο ροισ,ενϊ ςτισ μθ πλεγματικζσ το πλζγμα περιορίηεται 
ςτθν κάλυψθ τθσ γεωμετρίασ του υπό-εξζταςθ ςϊματοσ. Ενϊ ςτισ μθ πλεγματικζσ 
μεκόδουσ το πεδίο ροισ ζγκειται ςτθν ικανοποίθςθ τθσ εξίςωςθσ 'Laplace',οι 
πλεγματικζσ μζκοδοι επιλφουν τισ εξιςϊςεισ 'Navier-Stokes', κάτι που αφενόσ τουσ 
επιτρζπει να λαμβάνουν υπόψθ τα φαινόμενα ςυμπιεςτότθτασ και ςυνεκτικότθτασ  
αλλά αφετζρου αυξάνει ςε μεγάλο βακμό το υπολογιςτικό κόςτοσ. 
Είναι εμφανζσ ότι οι μθ πλεγματικζσ μεκόδοι είναι απλοφςτερεσ και λιγότερο 
απαιτθτικζσ ςε υπολογιςτικι ιςχφ,αλλά όπωσ εξθγικθκε παραπάνω ςε προβλιματα 
όπου εμφανίηονται ζντονα ςυνεκτικά φαινόμενα (αποκόλλθςθ τθσ ροισ) ι 
φαινόμενα μεγάλθσ ςυμπιεςτότθτασ (κφματα κροφςθσ),ςυχνά προτιμάται θ χριςθ 
πλεγματικϊν μεκόδων. 
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2.2 Οι βαςικζσ αρχζσ τησ μη πλεγματικήσ μεθόδου GENUVP 
Η μθ πλεγματικι αρικμθτικι μζκοδοσ GENUVP  ζχει αναπτυχκεί  ςτο εργαςτιριο 
Αεροδυναμικισ του Εκνικοφ Μετςόβιου Πολυτεχνείου. Βαςίηεται ςτο διαχωριςμό 
του πεδίου ταχφτθτασ ςφμφωνα με το κεϊρθμα διαχωριςμοφ του Helmholtz. 
Βαςικό χαρακτθριςτικό είναι θ δυνατότθτα παραγωγισ ελεφκερου ομόρρου. Η 
ςτροβιλότθτα του ομόρρου αναπαρίςταται από ςθμειακζσ δίνεσ οι οποίεσ 
απελευκερϊνονται ςε κάκε χρονικό βιμα και ςτθ ςυνζχεια μετακινοφνται κατάντι 
τθσ ροισ με τθν ταχφτθτα του πεδίου ροισ. 
Η μζκοδοσ επιλφει τθ ροι κεωρϊντασ τθ αςυμπίεςτθ και μθ ςυνεκτικι. Η 
γεωμετρία αναπαρίςταται με τριςδιάςτατο πλζγμα ςτθν επιφάνεια των ςωμάτων, 
πάνω ςτο οποίο τοποκετοφνται κατανομζσ πθγϊν και διπόλων. Η ροι 
αναπαρίςταται μζςω τθσ ςυνάρτθςθσ δυναμικοφ και με χριςθ των κεωρθμάτων 
Helmholtz και Green.  Άγνωςτοι του  ςυςτιματοσ είναι οι εντάςεισ των 
ιδιομορφιϊν, οι οποίεσ υπολογίηονται από τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Laplace για το 
δυναμικό τθσ ροισ, με ςυνκικεσ  Dirichlet ι Neumann. ΢τθν επιφάνεια του ςϊματοσ 
θ επίλυςθ του προβλιματοσ τθσ ροισ γίνεται είτε μζςω τθσ μεκόδου άμεςθσ 
διατφπωςθσ, είτε τθσ διατφπωςθσ πθγϊν-διπόλων. 
Σο αποβαλλόμενο φφλλο ςτροβιλότθτασ των ανωςτικϊν ςωμάτων παριςτάνεται 
είτε ωσ λεπτι επιφάνεια που απαρτίηεται από πλζγμα δινοςωλινων (Vortex Lattice) 
είτε από  ςθμειακά ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ (Vortex Particles). Η μια περίπτωςθ 
προςζγγιςθσ είναι αυτι του προδιαγεγραμμζνου ομόρρου (prescribed wake), όπου 
με βάςθ πειραματικά ι εμπειρικά δεδομζνα ο ομόρρουσ αποτελείται από τμιματα 
δινοςωλινων που ακολουκοφν μια γεωμετρία με περιοριςμζνουσ βακμοφσ 
ελευκερίασ. Η άλλθ περίπτωςθ προςζγγιςθσ είναι αυτι του ελεφκερου ομόρρου 
(free wake). Η γεωμετρία του ομόρρου κακορίηεται από τθν επίλυςθ των 
κινθματικϊν και δυναμικϊν εξιςϊςεων για τθν ελεφκερθ ςτροβιλότθτα. Ζτςι 
αυξάνεται το υπολογιςτικό κόςτοσ των υπολογιςμϊν, όμωσ με τον τρόπο αυτό 
μπορεί να γίνει καλφτερθ αναπαράςταςθ των περίπλοκων τριςδιάςτατων δομϊν 
ςτθν περίπτωςθ μθ μόνιμθσ ροισ. 
Βαςικό πλεονζκτθμα τθσ μεκόδου είναι θ επίλυςθ των εξιςϊςεων πάνω ςτθν 
πραγματικι επιφάνεια των ςωμάτων. Η μζκοδοσ δίνει ικανοποιθτικι απεικόνιςθ 
τθσ ροισ γφρω από τριςδιάςτατα ςϊματα και θ αρικμθτικι διαδικαςία 
αποδεικνφεται ότι είναι ευςτακισ. Σο ςθμαντικότερο πλεονζκτθμα όμωσ είναι το 
ελάχιςτο υπολογιςτικό κόςτοσ που απαιτείται για τθν επίλυςθ των προβλθμάτων, 
ιδιαίτερα όταν αυτό ςυγκρικεί με το υπολογιςτικό κόςτοσ που απαιτοφν οι 
πλεγματικζσ μεκόδοι. 
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2.3 Οι βαςικζσ εξιςϊςεισ τησ μεθόδου 
 2.3.1 Αναλυτική μορφή 
Θεωρείται θ μθ μόνιμθ ροι αςυμπίεςτου και μθ ςυνεκτικοφ ρευςτοφ γφρω από 
ςυνδυαςμό NB τριςδιάςτατων ςωμάτων Bk με όρια Sk,k = 1,NB. Κάκε ζνα από τα 
ςϊματα μπορεί να είναι είτε ανωςτικό, είτε μθ ανωςτικό. Σα ανωςτικά ςϊματα 
πάντοτε κα παράγουν ομόρρου. Για τθν περιγραφι τθσ ροισ χρθςιμοποιείται 
ςτακερό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. Όλεσ οι ποςότθτεσ τθσ ροισ υπολογίηονται και 
αναφζρονται ςε αυτό το ςφςτθμα. 
Είναι D το πεδίο ροισ, S τα όρια αυτοφ και 𝑣  το κάκετο διάνυςμα ςτο όριο  και με 
φορά προσ τα ζξω (Εικόνα 2.1). Η παρουςία των ανωςτικϊν ςωμάτων ςτο πεδίο 
ροισ ζχει ςαν αποτζλεςμα τθ δθμιουργία ομόρρου. Ο ομόρρουσ κάκε ανωςτικοφ 
ςϊματοσ απελευκερϊνεται ςε κάκε χρονικό βιμα από τισ γραμμζσ αποβολισ 
ςτροβιλότθτασ (emission lines). Η επιφάνεια του ομόρρου αντιμετωπίηεται ςαν 
ενεργό όριο του προβλιματοσ. Οπότε, εάν SWk, k = 1,NB είναι οι επιφάνειεσ των 
φφλλων ςτροβιλότθτασ από τα NB ςϊματα τότε: 
 
𝜕𝐷 ≡ 𝑆 =  𝑆𝑘
𝛮𝛣
𝑘=1
+  𝑆𝑊𝑘
𝑁𝐵
𝑘=1
    (2.1) 
 
 
 
Εικόνα 2.1 Βαςικοί γεωμετρικοί οριςμοί 
΢φμφωνα με το κεϊρθμα διαχωριςμοφ του Helmholtz,το πεδίο ταχφτθτασ  𝑢  (𝑥 ; 𝑡) 
μπορεί να διαχωριςτεί ςε ζνα ςτροβιλό κι ζνα αςτρόβιλο πεδίο ροισ: 
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𝑢   𝑥 ; 𝑡 = U∞       𝑥 ; 𝑡 + ∇Φ 𝑥 ; 𝑡 + ∇ × 𝛢   (2.2) 
όπου U∞       𝑥 ; 𝑡  θ επ' άπειρον ταχφτθτα τθσ ατάραχθσ ροισ, ∇Φ 𝑥 ; 𝑡  θ ταχφτθτα 
διαταραχισ λόγω του ςϊματοσ και  ∇ × 𝛢 θ ταχφτθτα που επάγεται από τθν 
ελεφκερθ ςτροβιλότθτα. Σο δυναμικό του πεδίου ταχφτθτασ μπορεί να 
αναπαραςτακεί από επιφανειακζσ κατανομζσ ιδιομορφιϊν. 
Οι κατανομζσ αυτζσ κακορίηουν  τόςο το εςωτερικό όςο και το εξωτερικό πρόβλθμα 
Φ+,Φ-. Ωςτόςο ο υπολογιςμόσ των ςυναρτιςεων 𝜕 𝛷 (𝑥 )/𝜕𝜂 και  𝛷 (𝑥 ) ςε όλο το 
χωρίο D είναι απαραίτθτοσ μόνο αν είναι επικυμθτι θ λφςθ και των δφο 
προβλθμάτων. 
 
Εικόνα 2.2 Πεδίο εφαρμογήσ του θεωρήματοσ Green 
Επειδι όμωσ θ λφςθ του πθδιματοσ του δυναμικοφ και τθσ παραγϊγου τθσ κάκετθσ 
ταχφτθτασ δεν είναι μοναδικι και ενδιαφζρον ζχει θ λφςθ μόνο του εξωτερικοφ 
προβλιματοσ  γίνεται ςαφζσ πωσ αρκεί να επιλζξουμε και να δεςμεφςουμε μία 
κατάλλθλθ ςυνκικθ για το αδιάφορο εςωτερικό πρόβλθμα υπολογιςμοφ του Φ-. Η 
ςυνκικθ αυτι πρζπει να ικανοποιεί τθν εξίςωςθ Laplace ςτον χϊρο D-. Γνωρίηοντασ 
ότι θ εξίςωςθ Laplace μπορεί να ικανοποιείται από μία Neumann ι μία Dirichlet 
ςυνκικθ είτε από ζνα γραμμικό ςυνδυαςμό των παραπάνω, είναι δυνατζσ οι 
ακόλουκεσ διατυπϊςεισ ανάλογα με τισ επιλογζσ των οριακϊν ςυνκθκϊν για το 
δυναμικό Φ- : 
 
Διατφπωςθ πθγϊν 
΢τθν περίπτωςθ αυτι γίνεται επίλυςθ ενόσ εςωτερικοφ προβλιματοσ Dirichlet για 
τθ ςυνάρτθςθ Φ-(𝑥 ) με οριακι ςυνκικθ: 
Φ-(𝑥 )= Φ+(𝑥 )  →  𝛷  𝑥  = 0 , 𝑥 ∈ 𝑆   (2.3)    
 18 
 
που ζχει ωσ αποτζλεςμα τον μθδενιςμό τθσ κατανομισ διπόλων ςτο ςϊμα. Ζτςι 
προκφπτει θ περιγραφι του δυναμικοφ ςφμφωνα με τθ διατφπωςθ πθγϊν όπου 
ςτθν επιφάνεα του ςϊματοσ ζχουμε κατανομι πθγϊν ζνταςθσ  
 𝜍 𝑥  =  
𝜕𝛷
𝜕𝜂
  𝑥    ,𝑥 ∈ 𝑆   (2.4)   
Σο δυναμικό από επιφανειακι κατανομι πθγϊν ςε ζνα ςθμείο 𝑥0      δίνεται από τθ 
ςχζςθ: 
          
𝜑𝜍 𝑥0     ; 𝑡 = − 
𝜍 𝑥 ; 𝑡 
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  1
1
𝑆
𝑑𝑆 𝑥     (2.5) 
και θ επαγόμενθ ταχφτθτα  𝑢𝜍      𝑥 ; 𝑡  από τθ ςχζςθ: 
𝑢𝜍      𝑥 ; 𝑡 =  
𝜍 𝑥 ; 𝑡 ∙  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆
𝑑𝑆 𝑥     (2.6) 
Διατφπωςθ διπόλων 
΢τθ διατφπωςθ διπόλων θ διανομι κακορίηεται από τθν επαλικευςθ τθσ 
ςυνοριακισ ςυνκικθσ Neumann: 
𝜕𝛷−
𝜕𝜂
 𝑥   =
𝜕𝛷+
𝜕𝜂
 𝑥   →
𝜕
𝜕𝜂
 𝛷  𝑥  = 0 , 𝑥 ∈ 𝑆    (2.7) 
που ζχει ωσ αποτζλεςμα τον μθδενιςμό τθσ κατανομισ πθγϊν ςτο ςϊμα.Ζτςι 
προκφπτει θ περιγραφι του δυναμικοφ ςφμφωνα με τθ διατφπωςθ διπόλων όπου 
ςτθν επιφάνεια του ςϊματοσ ζχουμε κατανομι διπόλων ζνταςθσ  
 𝜇 𝑥  = − 𝛷  𝑥   ,𝑥 ∈ 𝑆   (2.8) 
 
Εικόνα 2.3 Βαςικοί γεωμετρικοί οριςμοί για τισ επιφανειακζσ κατανομζσ 
διπόλων 
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Σο δυναμικό από κατανομι διπόλων ςε ζνα ςθμείο 𝑥0      δίνεται από τθ ςχζςθ: 
𝜑𝜇  𝑥0     ; 𝑡 = − 
𝜇 𝑥 ; 𝑡 ∙ 𝑣  𝑥 ; 𝑡 ∙  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆
𝑑𝑆 𝑥    (2.9) 
Διαφορίηοντασ τθν παραπάνω εξίςωςθ προκφπτει θ επαγόμενθ ταχφτθτα  𝑢𝜇      𝑥 ; 𝑡  
και εφαρμόηοντασ το κεϊρθμα Stokes ζχουμε: 
𝑢𝜇      𝑥0     ; 𝑡 = ∇𝜑𝜇  𝑥0     ; 𝑡 
=  
𝜇∇ 𝑥 ; 𝑡 × 𝑣  𝑥 ; 𝑡 ×  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆
𝑑𝑆 𝑥  
+  𝜇 𝑥 ; 𝑡 
𝑑𝑙     𝑥 ; 𝑡 ×  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
       (2.10)
1
𝜕𝑆
 
'Οταν  το ςθμείο 𝑥0      πλθςιάηει τθν επιφάνεια S θ ταχφτθτα εμφανίηει αςυνζχεια. 
΢υγκεριμζνα αν  𝑢𝜇       είναι το άλμα τθσ ταχφτθτασ ςτθν επιφάνεια S,τότε: 
 𝑢𝜇       𝑥0     ; 𝑡 ∙ 𝑣  𝑥0     ; 𝑡 = 0 , 𝑥0     ∈ 𝑆     
𝑣  𝑥0     ; 𝑡 ×  𝑢𝜇       𝑥0     ; 𝑡 = ∇𝑆𝜇 𝑥0     ; 𝑡 × 𝑣  𝑥0     ; 𝑡 = 𝛾  𝑥0     ; 𝑡  , 𝑥0     ∈ 𝑆   
                                                                                                                  (2.11)          
όπου 𝛾  𝑥 ; 𝑡  είναι θ ζνταςθ τθσ επιφανειακισ ςτροβιλότθτασ και ∇𝑆 ο επιφανειακόσ 
διαφορικόσ τελεςτισ. Από τισ εξιςϊςεισ 2.10 και 2.11 προκφπτει το ςυμπζραςμα ότι 
θ επιφάνεια πάνω ςτθν οποία βρίςκεται θ κατανομι διπόλων,αντιςτοιχεί ςε ζνα 
φφλλο ςτροβιλότθτασ,δθλαδι μια επιφάνεια με εφαπτομενικι αςυνζχεια 
ταχφτθτασ. Εάν θ κατανομι ςτροβιλότθτασ είναι ςτακερι ι μεταβλθτι,προκφπτει 
διαφορετικι αναπαράςταςθ(Εικόνα 2.4). 
 
Εικόνα 2.4 ΢ταθερή και γραμμική επιφανειακή κατανομή  διπόλων 
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Για ανωςτικά ςϊματα χωρίσ πάχοσ χρθςιμοποιοφνται αποκλειςτικά κατανομζσ 
διπόλων ενϊ για μθ ανωςτικά ςϊματα με πάχοσ αποκλειςτικά κατανομζσ πθγϊν. Σα 
ανωςτικά ςϊματα είναι απαραίτθτο να περιλαμβάνουν κατανομζσ διπόλων τόςο 
ςτθν επιφάνεια όςο και ςτον ομόρρου τουσ. 
Μικτι διατφπωςθ πθγϊν-διπόλων 
΢τθ διατφπωςθ αυτι ειςάγονται διανομζσ πθγϊν και διπόλων ςφμφωνα με τισ 
εξιςϊςεισ: 
𝜍 𝑠  =  
𝜕𝛷
𝜕𝜂
  𝑠    𝜅𝛼𝜄 𝜇 𝑠  = − 𝛷  𝑠    (2.12) 
Για τον κακοριςμό των αγνϊςτων διανομϊν πθγϊν και διπόλων χρθςιμοποιείται θ 
ςυνκικθ Neumann (μθ ειςχϊρθςθσ τθσ ταχφτθτασ ςτο όριο του ςϊματοσ): 
𝜕
𝜕𝜂
 𝛷  𝑥  =
𝜕𝛷+
𝜕𝜂
−
𝜕𝛷−
𝜕𝜂
=
𝜕𝛷+
𝜕𝜂
 , 𝑥 ∈ 𝑆    (2.13) 
Από τισ ςχζςεισ 2.5 και 2.9 το δυναμικό του πεδίου ταχφτθτασ ορίηεται ωσ 
𝜑 𝑥0     ; 𝑡 = −  
𝜍𝜅 𝑥 ; 𝑡 
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  1
1
𝑆𝑘
𝑑𝑆(𝑥 )
𝑁𝐵
𝑘=1
−    
𝜇𝜅 𝑥 ; 𝑡 ∙ 𝑣  𝑥 ; 𝑡 ∙  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆𝑘
𝑑𝑆 𝑥  
𝑁𝐵
𝑘=1
+  
𝜇𝑤𝑘  𝑥 ; 𝑡 ∙ 𝑣𝑤      𝑥 ; 𝑡 ∙  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆𝑤𝑘
𝑑𝑆𝑤 𝑥      (2.14) 
όπου 𝜍𝜅 𝑥 ; 𝑡  θ ζνταςθ πθγϊν του ςϊματοσ k, 𝜇𝜅 𝑥 ; 𝑡  θ ζνταςθ διπόλων του 
ςϊματοσ k και 𝜇𝑤𝑘  𝑥 ; 𝑡  θ κατανομι διπόλων του φφλλου ςτροβιλότθτασ που 
παράγεται από το ανωςτικό ςϊμα k. 
Οι άγνωςτεσ κατανομζσ  𝜍𝜅 𝑥 ; 𝑡 , 𝜇𝜅 𝑥 ; 𝑡 , 𝜇𝑤𝑘  𝑥 ; 𝑡  εξαρτϊνται από το χρόνο. 
Επίςθσ,το φφλλο ςτροβιλότθτασ είναι επιφάνεια που μετακινείται ελεφκερα με τθ 
ροι (ελεφκεροσ ομόρρουσ). ΢υνεπϊσ το πρόβλθμα προσ επίλυςθ είναι πρόβλθμα 
ελευκζρων οριακϊν ςυνκθκϊν με αγνϊςτουσ τισ επιφανειακζσ κατανομζσ και τθ 
γεωμετρία των φφλλων ςτροβιλότθτασ από τα ανωςτικά ςϊματα SWk. 
Για τον προςδιοριςμό των αγνϊςτων του προβλιματοσ εφαρμόηονται δφο τφποι 
ςυνκθκϊν. Πρϊτον,οι κινθματικζσ ςυνκικεσ που περιλαμβάνουν τθ ςυνκικθ μθ 
ειςχϊρθςθσ ςε όλεσ τισ ςτερεζσ επιφάνειεσ και τισ ςυνκικεσ που περιγράφουν τισ 
υλικζσ μετακινιςεισ των φφλλων ςτροβιλότθτασ. Δεφτερον, εφαρμόηονται οι 
δυναμικζσ ςυνκικεσ  όπωσ θ απαίτθςθ για μθδενικό άλμα πιζςεων διαμζςου των 
φφλλων  ςτροβιλότθτασ. 
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΢υμβολίηεται με 𝑈𝛣       𝑥 ; 𝑡   θ κατανομι ταχυτιτων πάνω ςτα ςϊματα, θ οποία 
περιλαμβάνει τθν ταχφτθτα των άκαμπτων ςωμάτων αλλά και τθν ταχφτθτα λόγω 
ελαςτικισ κίνθςθσ.Οι ςυνκικεσ μθ ειςχϊρθςθσ ςτισ ςτερεζσ επιφάνειεσ παίρνουν τθ 
μορφι: 
𝑣  𝑥0     ; 𝑡 ∙ ∇𝜑 𝑥0     ; 𝑡 =
𝜕𝜑
𝜕𝑣
 𝑥0     ; 𝑡 = 𝑣  𝑥0     ; 𝑡 ∙  𝑈𝐵𝑘        − 𝑈∞      − 𝑈𝜔             , 
 𝑥0     ∈ 𝑆𝑘 ,𝑘 = 1,𝑁𝐵      (2.15)       
Για τον υπολογιςμό του διαταραγμζνου πεδίου ταχφτθτασ  χρθςιμοποιείται θ 
εξίςωςθ 2.10. Η εξίςωςθ παίρνει μια πιο ευζλικτθ μορφι εάν χρθςιμοποιθκεί 
τμθματικά ςτακερι προςζγγιςθ των κατανομϊν διπόλων,οπότε ο πρϊτοσ όροσ ςτο 
δεξιό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ είναι μθδενικόσ. Ο όροσ που απομζνει είναι θ ςυνειςφορά 
γραμμικϊν κατανομϊν ςτροβιλότθτασ(δινοπετάλων,vortex lattice) οριςμζνθ ςτα 
όρια 𝜗𝑆 του S.                                    
 Σο φφλλο ςτροβιλότθτασ μπορεί να αναπαραςτακεί ςαν μια επιφάνεια που 
ςχθματίηεται από τθν ακολουκία των υλικϊν γραμμϊν που ξεκινοφν από τθ γραμμι 
αποβολισ ςτροβιλότθτασ. Προκειμζνου να υπάρχει γνϊςθ του χρονικοφ αποβολισ 
ςτροβιλότθτασ,ζνα ςθμείο  𝑥𝑤      = 𝑥𝑤      (𝜉
1, 𝜉2; 𝑡) αναγνωρίηεται ωσ θ κζςθ τθ χρονικι 
ςτιγμι t ενόσ υλικοφ ςθμείου που αποβλικθκε τθ ςτιγμι ξ2 ςτθ κζςθ ξ1  τθσ 
γραμμισ αποβολισ ςτροβιλότθτασ. Για παράδειγμα θ τρζχουςα κζςθ τθσ γραμμισ 
αποβολισ ςτροβιλότθτασ είναι θ    𝑥𝑤      = 𝑥𝑤      (𝜉
1, 𝑡; 𝑡). Tζλοσ,οι γραμμζσ  ξ1=ct 
ςχθματίηονται από υλικά ςτοιχεία που ζχουν αποβλθκεί από τθν ίδια κζςθ. 
 
𝑥𝑤      ∈ 𝑆𝑊:  𝑥𝑤      = 𝑥𝑤      (𝜉
1, 𝜉2; 𝑡) ,  ξ1 ∈  [-1,1] ,𝜉2 ≥ 0    (2.16)                
 
Η  παραπάνω εξίςωςθ αποτελεί μια παραμετρικι ανάλυςθ φφλλου ςτροβιλότθτασ  
SW  που ζχει αποβλθκεί από τθ γραμμι αποβολισ ςτροβιλότθτασ. 
Η εξζλιξθ του ομόρρου   SW(t) ςτο χρόνο κακορίηεται από τθν κινθματικι εξίςωςθ: 
𝑑𝑥𝑤        𝝃;𝑡 
𝑑𝑥
= 𝑈𝑚       𝑥𝑤      , 𝑡 = 𝑈∞        𝑥𝑤      , 𝑡 + ∇𝜑 𝑥𝑤      , 𝑡 + 𝑈𝜔        𝑥𝑤      , 𝑡  , ξ=(ξ
1,ξ2)    (2.17)                                                                                                                                                                                              
όπου 𝑈𝑚       𝑥𝑤      , 𝑡  είναι το διάνυςμα τθσ μζςθσ ταχφτθτασ ςτο φφλλο ςτροβιλότθτασ 
και θ απαίτθτθςθ για μθδενικό άλμα πίεςθσ ςτον ομόρρου. 
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Εικόνα 2.5 Ο ομόρρουσ ανωςτικήσ επιφάνειασ χωρίσ πάχοσ 
Εφαρμόηοντασ τθν εξίςωςθ Bernoulli ςτισ δφο όψεισ του ομόρρου SWk και 
λαμβάνοντασ υπ'όψιν ότι  𝑝  𝑥𝑤      , 𝑡 = 0: 
𝜕 𝜑 
𝜕𝑡
+ 𝑈𝑚       𝑥𝑤      , 𝑡 ∙  𝑢𝜇       𝑥𝑤      , 𝑡 = 0        (2.18) 
όπου  𝑢𝜇       𝑥𝑤      , 𝑡  είναι το πιδθμα τθσ ταχφτθτασ ςτθν επιφάνεια του ομόρρου.                                                                                                                                             
Από τισ εξιςϊςεισ 2.8 και 2.11 παίρνουμε ότι    𝜇𝑤 𝜉, 𝑡 = − 𝜑  𝜉, 𝑡    και    
 𝑢𝜇       𝜉, 𝑡 = ∇𝑆𝑤𝜇𝑤(𝜉, 𝑡).Εάν θ επιφανειακι υλικι χρονικι παράγωγοσ είναι     
𝑑𝑚 (.)
𝑑𝑡
=
𝜕(.)
𝜕𝑡
+ ( 𝑈𝑚      ∙ ∇Sw )(. )    (2.19)                                  
 τότε θ 2.18 δίνει τθ ςυνκικθ   
  
𝑑𝑚 𝜇𝑤
𝑑𝑡
= 0      (2.20)    
που είναι ιςοδφναμθ του κεωριματοσ του  Kelvin,αφοφ προκφπτει ότι θ κατανομι 
διπόλων που ορίηει ζνα φφλλο ςτροβιλότθτασ διατθρείται υλικά. 
΢ε ςυνδυαςμό με τθν παραμετρικι αναπαράςταςθ του φφλλου 
ςτροβιλότθτασ,παίρνουμε τθ ςυνκικθ: 
𝜇𝑤 𝑥𝑤       𝜉
1, 𝜉2; 𝑡 ; 𝑡 = 𝜇𝑤 𝑥𝑤       𝜉
1, 𝜉2; 𝜉2 ; 𝜉2    (2.21) 
Η παραπάνω εξίςωςθ υποδθλϊνει ότι θ ζνταςθ τθσ κατανομισ διπόλων που 
μεταφζρει το υλικό ςθμείο ξ είναι ίςθ με τθν ζνταςθ του ίδιου υλικοφ ςθμείου,όταν 
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αυτό ξεκίνθςε από τθ γραμμι αποβολισ ςτροβιλότθτασ του ςϊματοσ. Επομζνωσ,θ 
ςυνκικθ αυτι μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για να κακοριςτεί θ ζνταςθ τθσ 
ςτροβιλότθτασ που ζχει αποβλθκεί από τθ γραμμι αποβολισ ςτροβιλότθτασ ςε 
οποιαδιποτε χρονικι ςτιγμι. ΢τθν περίπτωςθ τμθματικά ςτακερισ προςζγγιςθσ 
των κατανομϊν διπόλων θ ςυνκικθ οδθγεί ςε ίςεσ τιμζσ των εντάςεων  𝜇𝜅 . , 𝑡  και 
𝜇𝑊𝑘 (. , 𝑡) ,για δφο ςθμεία ςτο ςϊμα και ςτον ομόρρου αντίςτοιχα,που εφάπτονται 
ςτθ γραμμι αποβολισ ςτροβιλότθτασ. 
Σόςο τα αποτελζςματα που δίνει θ κεωρία,όςο και ενδείξεισ από πειραματικζσ και 
υπολογιςτικζσ μελζτεσ προδιαγράφουν ότι ςε βάκοσ χρόνου ζνα ελεφκερο φφλλο 
ςτροβιλότθτασ  χάνει τθν ομαλότθτά του εξαιτίασ του ιδιόμορφου χαρακτιρα των 
ολοκλθρωμάτων που περιλαμβάνονται ςτον υπολογιςμό του ∇𝜑 𝑥𝑤      , 𝑡 . Για να 
αντιμετωπιςτεί αυτι θ δυςκολία,ειςάγεται μια γενικοποίθςθ τθσ ςτροβιλότθτασ. 
Με βάςθ τισ ςχζςεισ 2.11 το γενικοποιθμζνο πεδίο ςτροβιλότθτασ όςον αφορά ζνα 
φφλλο ςτροβιλότθτασ μπορεί να γραφεί ωσ: 
𝜔  𝑆𝑤 𝑥,    𝑡 = ∇ × 𝑢  𝜇  𝑥,    𝑡 = 
𝛿𝑆𝑤 𝑥 − 𝑥 𝑆𝑤  ∇μ𝑤 𝑥 𝑆𝑤 , 𝑡 × 𝑣  𝑥 𝑆𝑤 , 𝑡   (𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚) 
+ 𝛿𝜕𝑆𝑤  𝑥 − 𝑥 𝜕𝑆𝑤  𝜏  𝑥 𝜕𝑆𝑤 , 𝑡 μ𝑤 𝑥 𝜕𝑆𝑤 , 𝑡   𝑙𝑖𝑛𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚     (2.22) 
όπου ο πρϊτοσ είναι ο όροσ επιφανειϊν(surface term) και ο δεφτεροσ ο όροσ 
γραμμϊν(line term). Με 𝛿𝑆𝑤(. ) και 𝛿𝜕𝑆𝑤 (. ) ςυμβολίηονται οι επιφανειακζσ και 
γραμμικζσ ςυναρτιςεισ  Dirac οριςμζνεσ ςτο εςωτερικό και το όριο του SW(t) 
αντίςτοιχα.Σζλοσ, 𝜏  𝑥 𝜕𝑆𝑤 , 𝑡  είναι το μοναδιαίο και εφαπτομενικό διάνυςμα ςτο 
𝜕𝑆𝑊(𝑡). Η παραπάνω γενικοποιθμζνθ μορφι είναι ιδιαίτερα ςθμαντικι αφοφ 
επιτρζπει τθν προςζγγιςθ του ομόρρου με ςθμειακζσ ςτροβιλότθτεσ. 
 
Εικόνα 2.6 Οριςμοί του πλζγματοσ πάνω ςτο ςϊμα και τον ομόρρου 
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2.3.2 Αριθμητική μορφή 
΢ε κάκε ςϊμα Sk και τον ομόρρου του SWk ορίηεται ζνα υπολογιςτικό πλζγμα που 
χωρίηει το ςϊμα ςε ζναν αρικμό ςτοιχείων (panels) 𝑆𝑘
𝑒 , 𝑒 = 1,𝐸𝑘  και τον ομόρρου 
𝑆𝑊𝑘
𝑒 , 𝑒 = 1,𝐸𝑊𝑘   με όρια 𝜕𝑆𝑘
𝑒  και 𝜕𝑆𝑊𝑘
𝑒  αντίςτοιχα(΢χιμα 2.6).Με 𝐸𝑘  και 𝐸𝑊𝑘  
ςυμβολίηεται ο αρικμόσ των ςτοιχείων ςε ζνα ςϊμα k και τον ομόρρου του.                                          
Σα ςτερεά ςϊματα κατατάςςονται ςε κατθγορίεσ ανάλογα με το είδοσ τουσ 
(ανωςτικά/μθ ανωςτικά, με πάχοσ/λεπτά κ.α.). Ανάλογα με τθν κατθγορία, τα 
επιμζρουσ ςτοιχεία περιλαμβάνουν τμθματικά ςτακερζσ κατανομζσ πθγϊν 𝜍e, 
τμθματικά ςτακερζσ, γραμμικζσ, ειδικά οριςμζνεσ κατανομζσ διπόλων  𝜇e ι 
ςυνδυαςμό των παραπάνω. Αντίςτοιχα, τα ςτοιχεία του ομόρρου των ςωμάτων 
μπορεί να περιλαμβάνουν τμθματικά ςτακερζσ ι γραμμικζσ κατανομζσ διπόλων 
𝜇ew. Λόγω του μθ μόνιμου χαρακτιρα τθσ ροισ, οι εντάςεισ των πθγϊν και των 
διπόλων είναι χρονικά μεταβαλλόμενεσ. 
Η επαγόμενθ ταχφτθτα ςε κζςθ 𝑥 0 από μια ανωςτικι επιφάνεια δίνεται από το 
άκροιςμα των ςυνειςφορϊν των δινοπετάλων (vortex lattices) που αντιςτοιχοφν 
ςτα ςτοιχεία του πλζγματοσ των 𝑆k και 𝑆Wk: 
𝑢   𝑥 0; 𝑡 = 𝑈  ∞ 𝑥 0; 𝑡 + 𝑢  𝜔  𝑥 0; 𝑡  
+   𝜍𝑒 𝑡 +  ∇𝜇𝑒 𝑡 × 𝑣𝑒     𝑡   ×  
 𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆𝑒
𝑑𝑆(𝑥)     
𝐸
𝑒=1
+  𝜇𝑒 𝑡 
𝑑𝑙     𝑥 ; 𝑡 ×  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
 
1
𝜕𝑆𝑒
  
+   ∇𝜇𝑒𝑤  𝑡 × 𝑣 𝑒𝑤  𝑡  ×  
 𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
1
𝑆𝑒𝑤
𝑑𝑆(𝑥)     
𝐸𝑤
𝑒=1
+  𝜇𝑒𝑤  𝑡 
𝑑𝑙     𝑥 ; 𝑡 ×  𝑥0     − 𝑥  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
 
1
𝜕𝑆𝑒𝑤
      (2.23) 
Η παραπάνω ζκφραςθ τθσ ταχφτθτασ χρθςιμοποιείται ςτθ ςυνκικθ μθ ειςχϊρθςθσ.                                                                                                         
Οι όροι 𝜍𝑒 𝑡 ,𝛾𝑒     𝑡 = ∇𝜇𝑒 𝑡 × 𝑣𝑒     𝑡 , 𝛾𝑒𝑤        𝑡 = ∇𝜇𝑒𝑤  𝑡 × 𝑣 𝑒𝑤  𝑡  που εμφανίηονται 
ςτουσ επιφανειακοφσ όρουσ για τα ςτοιχεία των ςτερεϊν ςωμάτων και του ομόρρου 
βρίςκονται εκτόσ του ολοκλθρϊματοσ επειδι κεωροφνται τμθματικά ςτακεροί. Εάν 
οι κατανομζσ διπόλων είναι τμθματικά ςτακερζσ,τότε οι αντίςτοιχοι επιφανειακοί 
όροι είναι μθδενικοί(περίπτωςθ λεπτισ ανωςτικισ επιφάνειασ). ΢τον 4ο και 6ο όρο 
τθσ εξίςωςθσ οι εντάςεισ 𝜇𝑒 𝑡  και 𝜇𝑒𝑤  𝑡  παραμζνουν ςτο εςωτερικό των 
ολοκλθρωμάτων.Για γραμμικζσ κατανομζσ διπόλων,θ ζνταςθ μεταβάλλεται 
γραμμικά κατά μικοσ των ορίων του ςτοιχείου (panel),οπότε οι εντάςεισ πρζπει να 
βρίςκονται αναγκαςτικά εντόσ του ολοκλθρϊματοσ. Για τμθματικά ςτακερζσ 
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κατανομζσ διπόλων οι εντάςεισ κα μποροφςαν να τοποκετθκοφν εκτόσ 
αυτοφ.Σζλοσ,μπορεί να αναφερκεί ότι ςτθν περίπτωςθ επίπεδων ςτοιχείων 
υπάρχουν αναλυτικζσ εκφράςεισ για οποιαδιποτε πολυωνυμικι κατανομι  τθσ 
ζνταςθσ. 
Η ςυνκικθ μθ ειςχϊρθςθσ 2.15 επαλθκεφεται ςτα κζντρα 𝑥 𝑐
𝑒  των ςτοιχείων που 
διαμορφϊνουν τα ςτερεά όρια Sk και από αυτιν λαμβάνονται οι διακριτζσ 
εξιςϊςεισ για τισ άγνωςτεσ εντάςεισ  𝜇𝜅
𝑒 . ; 𝑡 .Οι εντάςεισ  𝜇𝜅
𝑒 . ; 𝑡  των διπόλων που 
βρίςκονται ςτον ομόρρου υπολογίηονται από τθν κινθματικι ςυνκικθ 2.21.Για 
τμθματικά ςτακερζσ κατανομζσ διπόλων,θ εφαρμογι τθσ 2.21 ςτα ςτοιχεία του 
ομόρρου περιορίηει τουσ άγνωςτουσ βακμοφσ ελευκερίασ ςτισ εντάςεισ που ζχουν 
μόλισ δθμιουργθκεί από τθ γραμμι αποβολισ ςτροβιλότθτασ.Οι εντάςεισ που 
αντιςτοιχοφν ςτα υπόλοιπα ςτοιχεία του ομόρρου είναι γνωςτά από προθγοφμενεσ 
χρονικζσ ςτιγμζσ,όπωσ ζχει εξθγθκεί παραπάνω.                                                                                                               
Για τον υπολογιςμό των αγνϊςτων εντάςεων που ζχουν δθμιουργθκεί ςτθ γραμμι 
αποβολισ ςτροβιλότθτασ τθν τρζχουςα χρονικι ςτιγμι εφαρμόηεται θ ςυνκικθ 
Kutta.Η ςυνκικθ εξαςφαλίηει ότι θ ςτροβιλότθτα κατά μικοσ τθσ γραμμισ 
αποβολισ είναι πεπεραςμζνθ.Αυτό ςθμαίνει ότι για τα ςτοιχεία που εφάπτονται 
ςτθ γραμμι αποβολισ είναι  𝜇𝜅
𝑒 = 𝜇𝑊𝜅
𝑒 . Για γραμμικζσ κατανομζσ διπόλων θ 
εφαρμογι είναι διαφορετικι,αλλά περιλαμβάνει επίςθσ εφαρμογι τθσ ςυνκικθσ  
Kutta και του κεωριματοσ Kelvin. Σο κεϊρθμα του Kelvin προςδιορίηει τισ εντάςεισ 
ςτον ομόρρου από προθγοφμενεσ χρονικζσ ςτιγμζσ και θ ςυνκικθ Kutta 
προςδιορίηει τισ εντάςεισ των ςτοιχείων που δθμιουργοφνται τθν τρζχουςα χρονικι 
ςτιγμι.                                                   
 Όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί, οι κατανομζσ των ςτοιχείων του ομόρρου από 
προθγοφμενεσ χρονικζσ ςτιγμζσ είναι γνωςτζσ, ενϊ άγνωςτεσ είναι οι κατανομζσ 
των ςτοιχείων που δθμιουργικθκαν τθν τρζχουςα χρονικι ςτιγμι. ΢ε αυτι τθ βάςθ 
χρθςιμοποιείται διαφορετικι προςζγγιςθ για τα νζα ςτοιχεία (κοντινόσ ομόρρουσ) 
και για τα ςτοιχεία που είναι γνωςτά από προθγοφμενεσ  χρονικζσ ςτιγμζσ 
(μακρινόσ ομόρρουσ). ΢υγκεκριμζνα, θ κεϊρθςθ του ομόρρου ωσ φφλλο 
ςτροβιλότθτασ χρθςιμοποιείται μόνο για τα ςτοιχεία του κοντινοφ ομόρρου. Μετά 
τθν πάροδο του τρζχοντοσ χρονικοφ βιματοσ, για κάκε ςτοιχείο του κοντινοφ 
ομόρρου δθμιουργείται μια ςθμειακι δίνθ (vortex particle) ςτθν οποία 
ενςωματϊνεται θ ζνταςθ του ςτοιχείου, και φςτερα αυτι αφινεται να κινθκεί 
ελεφκερα ςτο πεδίο ροισ (πρότυπο ελεφκερου ομόρρου). Εάν 𝑆𝑊𝑘
𝛥  , 𝑆𝑊𝑘
∗   είναι το 
κοντινό και το μακρινό τμιμα αντίςτοιχα του ομόρρου για κάκε ανωςτικό ςϊμα k, 
το δυναμικό του ομόρρου (2οσ όροσ τθσ εξίςωςθσ 2.14) μπορεί να διαχωριςτεί ςε 
δφο μζρθ. Σο δυναμικό 𝜑𝑊
𝛥 (∙,𝑡) από τα ςτοιχεία του κοντινοφ ομόρρου, και το 
δυναμικό 𝜑𝑊
∗ (∙,𝑡)  από τα ςτοιχεία του μακρινοφ ομόρρου όλων των ςωμάτων. Σο 
ςυνολικό δυναμικό είναι το άκροιςμα των ςυνειςφορϊν 
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𝜑 𝑥 , 𝑡 = 𝜑𝑏 𝑥 , 𝑡 + 𝜑𝑊
𝛥  𝑥 , 𝑡 + 𝜑𝑊
∗  𝑥 , 𝑡     (2.24) 
όπου 𝜑𝑏 . , 𝑡  είναι το δυναμικό που επάγεται από τα ςτερεά ςϊματα και είναι: 
𝜑𝑏 𝑥 , 𝑡 =  𝜑𝑘𝑏  𝑥 ; 𝑡    
𝑁𝐵
𝑘=1
𝜑𝑊
𝛥  𝑥 , 𝑡 =    𝜑𝑊𝑘
𝛥  𝑥 ; 𝑡    
𝑁𝐵
𝑘=1
 
                                   𝜑𝑊
∗  𝑥 , 𝑡 =    𝜑𝑊𝑘
∗  𝑥 ; 𝑡                               (2.25)
𝑁𝐵
𝑘=1
 
Από τισ εξιςϊςεισ 2.11 και 2.22 φαίνεται πωσ θ ποςότθτα ∇𝜑𝑊
∗  . , 𝑡  αντιςτοιχεί ςτο 
μζροσ του πεδίου ταχφτθτασ που ςχετίηεται με τθν περιςτροφι 𝑢  𝜔  . , 𝑡  : 
𝑢  𝜔  𝑥 0, 𝑡 =  
𝜔  W x , t ×  x 0 − x  
4𝜋 𝑥0     − 𝑥  3
dD x           (2.26)
1
D𝜔 (𝑡)
 
όπου Dω(t) δθλϊνει τθν ελεφκερθ ςτροβιλότθτα του πεδίου ροισ 𝜔  W . , t  θ οποία 
δίνεται ςε αντιςτοιχία με τθ ςχζςθ 2.22 
𝜔  W x , t = ∇ × 𝑢  𝜔  𝑥 , 𝑡 
=   𝛿 𝑥 − 𝑥 𝑒𝑤   ∇𝜇𝑒𝑤  𝑡 × 𝑣 𝑒𝑤  𝑡  𝑆𝑒𝑤
𝐸𝑤
𝑒𝑤 =1
+ 𝛿 𝑥 − 𝑥 𝜕𝑒𝑤  (𝜇𝑒𝑤𝑑𝑙    𝜕𝑒𝑤 )                   (2.27) 
Η παραπάνω τροποποίθςθ επιφζρει αλλαγζσ ςτθν ζκφραςθ τθσ ςυνκικθσ μθ 
ειςχϊρθςθσ 2.15 και τθσ επαγόμενθσ ταχφτθτασ 2.23. Οποιαδιποτε ςυνειςφορά 
ςτοιχείων του ομόρρου κα πρζπει να περιοριςτεί αποκλειςτικά ςτα ςτοιχεία του 
κοντινοφ ομόρρου 𝑆𝑊𝑘
𝛥  ,ενϊ κα πρζπει να ςυμπεριλθφκοφν ςτισ εξιςϊςεισ οι 
παράγοντεσ  𝜑𝑊
∗  . , 𝑡  και 𝑢  𝜔  . , 𝑡 .Ζςτω ότι 𝛺  𝑗 (𝑡), 𝑍 𝑗 (𝑡) είναι οι εντάςεισ και οι 
κζςεισ των ςθμειακϊν δινϊν αντίςτοιχα,και  J(t) το ςφνολο των δεικτϊν που 
αντιςτοιχοφν ςτισ ςθμειακζσ δίνεσ του πεδίου ροισ. Σότε θ διακριτι προςζγγιςθ τθσ 
ελεφκερθσ ςτροβιλότθτασ  𝜔  W . , t  με ςθμειακζσ δίνεσ είναι: 
𝜔  W x , t =  𝛺  𝑗  𝑡  𝜁𝜀(𝑥 −
j∈J t 
𝑍 𝑗 (𝑡))      (2.28) 
όπου ηε(r) ορίηεται θ ςυνάρτθςθ φίλτρου (cut-off function): 
𝜁𝜀 𝑟𝑗  =
1
𝜀3
exp −  
𝑟𝑗
𝜀
 
3
  , 𝑟𝑗 =  𝑥 − 𝑍 𝑗 (𝑡)    (2.29) 
Με χριςθ τθσ εξίςωςθσ 2.28 θ περιςτροφικι ςυνιςτϊςα του πεδίου ταχφτθτασ 
γράφεται: 
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𝑢  𝜔  𝑥 0, 𝑡 =  
𝛺  𝑗  𝑡 ×  𝑥 − 𝑍 𝑗  𝑡  
4𝜋 𝑥 − 𝑍 𝑗  𝑡  
3
 
 1 − exp − 
 𝑥 − 𝑍 𝑗  𝑡   
𝜀
 
3
   
j∈J t 
 
                                                                                                                   (2.30) 
Επομζνωσ,δεν απαιτείται ο υπολογιςμόσ τθσ γεωμετρίασ του φφλλου ςτροβιλότθτασ 
ςε κάκε χρονικι ςτιγμι,αφοφ ιςοδφναμα παρακολουκείται θ τροχιά των ςθμειακϊν 
δινϊν(vortex particles) μζςω των δυναμικϊν εξιςϊςεων: 
𝑑𝑍 𝑗  𝑡 
𝑑𝑡
= 𝑢   𝑍 𝑗 ; 𝑡  , 𝑗 ∈ 𝐽 𝑡   (2.31) 
𝑑𝛺  𝑗  𝑡 
𝑑𝑡
= (𝛺  𝑗  𝑡 ∙ ∇)𝑢   𝑍 𝑗 ; 𝑡  (2.32) 
 
Εικόνα 2.7 Σο υβριδικό πρότυπο ομόρρου για την περίπτωςη λεπτήσ 
ανωςτικήσ επιφάνειασ 
Οι εξιςϊςεισ 2.31,2.32 αφοροφν τθν εξζλιξθ του μακρινοφ ομόρρου. Σο κοντινό 
τμιμα του ομόρρου απαιτεί διαφορετικι αντιμετϊπιςθ κακϊσ διατθρείται θ 
κεϊρθςθ του φφλλου ςτροβιλότθτασ. Αν 𝑈  𝑒𝑚  είναι θ μζςθ ταχφτθτα ενόσ ςθμείου 
τθσ γραμμισ αποβολισ ςτροβιλότθτασ ενόσ ανωςτικοφ ςϊματοσ,θ γεωμετρία του 
τμιματοσ του κοντινοφ ομόρρου 𝑆𝑊
𝛥  που αντιςτοιχεί ςε αυτό το ςθμείο 
υπολογίηεται από τθν 
𝑋𝛥      = 𝑋 𝑒𝑚 + 𝛥𝑡𝑈  𝑒𝑚     (2.33) 
 28 
 
όπου 𝑋𝛥      − 𝑋 𝑒𝑚  είναι το μικοσ του 𝑆𝑊𝑘
𝛥  ςε διανυςματικι μορφι(Eικόνα 2.7). Οι 
εντάςεισ των κατανομϊν διπόλων του κοντινοφ ομόρρου υπολογίηονται από τθ 
ςυνκικθ 2.20. Οι ςθμειακζσ δίνεσ (vortex particles) δθμιουργοφνται ςε κάκε 
χρονικό βιμα από ολοκλιρωςθ τθσ επιφανειακισ ςτροβιλότθτασ ςε κάκε ςτοιχείο 
του κοντινοφ ομόρρου. Κατά τθ δθμιουργία κάκε ςθμειακισ δίνθσ,θ ζνταςθ  𝛺  𝑗  𝑡  
και θ κζςθ τθσ  𝑍 𝑗 (𝑡) δίνονται από τισ ςχζςεισ: 
𝛺  𝑗 =  𝜔  𝑊𝑑𝑆𝑤      (2.34)
1
𝑆𝑊𝑘
𝛥𝑒
 
𝛺  𝑗 × 𝑍 𝑗 =  𝜔  𝑊 × 𝑥 𝑑𝑆𝑤      (2.35)
1
𝑆𝑊𝑘
𝛥𝑒
 
όπου 𝑆𝑊𝑘
𝛥𝑒 , 𝑒 = 1,𝐸𝑊𝑘
𝛥  είναι τα ςτοιχεία που αποτελοφν τον κοντινό ομόρρου του 
ανωςτικοφ ςϊματοσ k. 
΢τθ ςυνζχεια γίνονται κάποιεσ διευκρινιςεισ για τθν διακριτοποίθςθ τθσ  
γεωμετρίασ και των εξιςϊςεων γφρω από ςϊματα με πάχοσ. Η επιφάνεια των 
ςωμάτων χωρίηεται ςε πλζγμα επίπεδων τετράπλευρων ςτοιχείων ςτα οποία 
τοποκετοφνται τμθματικά ςτακερζσ κατανομζσ πθγϊν και κατανομζσ διπόλων με 
διγραμμικι ζνταςθ. Σα ςϊματα χωρίσ πάχοσ αναπαρίςτανται αποκλειςτικά από 
κατανομζσ διπόλων και τα μθ ανωςτικά ςϊματα με πάχοσ αποκλειςτικά από 
κατανομζσ πθγϊν. ΢ε αυτά τα επίπεδα ςτοιχεία επαλθκεφεται θ ςυνκικθ μθ 
ειςχϊρθςθσ και ςτθν ακμι εκφυγισ γίνεται θ εξίςωςθ των πιζςεων (ςυνκικθ Kutta). 
Σο φφλλο ςτροβιλότθτασ κοντά ςτο ςϊμα (κοντινόσ ομόρρουσ) αναπαρίςταται με 
πλζγμα δινοπετάλων (vortex lattice) όπωσ και θ γεωμετρία του ίδιου του ςϊματοσ 
ςφμφωνα με τθ δυναμικι κεϊρθςθ. Ο μακρινόσ ομόρρουσ αναπαρίςταται από 
ςτοιχεία ςτροβιλότθτασ (vortex particles) που ταξιδεφουν ελεφκερα με τθ ροι 
ςφμφωνα με τθ ςτροβιλι κεϊρθςθ (Εικόνα 2.8).  
 
Εικόνα 2.8  Η αναπαράςταςη του φφλλου ςτροβιλότητασ 
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΢ε κάκε χρονικό βιμα υπολογίηεται θ ζνταςθ τθσ αρχικά αποβαλλόμενθσ 
ςτροβιλότθτασ από το κεϊρθμα διατιρθςθσ κυκλοφορίασ του Kelvin. Η μεταφορά 
και παραμόρφωςθ του φφλλου ςτροβιλότθτασ ςτο χρόνο υπολογίηεται από τισ 
υλικζσ  εξιςϊςεισ του Helmholtz. 
Η επιφάνεια κάκε αρικμθτικοφ ςϊματοσ διαχωρίηεται ςε πολλαπλά επιμζρουσ 
επίπεδα ςτοιχεία.Κάκε φυςικό ςϊμα μπορεί να αποτελείται από περιςςότερα από 
ζνα αρικμθτικά ςϊματα. Η διατφπωςθ αυτι επιτρζπει  τθ δθμιουργία ιδιόμορφων 
πλεγμάτων πάνω ςτα φυςικά ςϊματα ανάλογα με τισ ανάγκεσ του μελετϊμενου 
προβλιματοσ. 
Σο επιφανειακό πλζγμα των ςθμείων που προςομοιϊνουν κάκε αρικμθτικό ςϊμα 
είναι οριςμζνο ςτο αδρανειακό ςφςτθμα αναφοράσ και περιγράφεται από ζνα 
ςφμβολο κόμβων 𝑆 𝑖, 𝑗  , 𝑖 = 1, 𝑁𝑁𝐵 , 𝑗 = 1,𝑁𝐶𝑊 όπου 𝑁𝑁𝐵,𝛮𝐶𝑊 είναι ο 
αρικμόσ των κόμβων του πλζγματοσ κατά τθν s και r διεφκυνςι του αντίςτοιχα: 
 
 
Εικόνα 2.9 Γεωμετρικοί οριςμοί πλζγματοσ ςϊματοσ με πάχοσ 
 
Θεωροφμε τμθματικά ςτακερζσ κατανομζσ  πθγϊν για τα ςτοιχεία του 
πλζγματοσ.Επίςθσ κεωροφμε κατανομι διπόλων τμθματικά ςτακερι κατά τθν r-
κατεφκυνςθ του πλζγματοσ και γραμμικι κατά τθν s-κατεφκυνςθ.Η ζνταςθ τθσ 
κατανομισ των διπόλων ςτο ςϊμα ςε κάκε 'φζτα'  του ςϊματοσ και ςε κάκε 
ςτοιχείο τθσ φζτασ είναι ανάλογθ με το μικοσ τθσ πλεγματικισ γραμμισ μζχρι αυτό 
το ςτοιχείο.΢υνεπϊσ 𝜇 = 𝛣 ∙ 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡𝑕,όπου Length το μικοσ τθσ πλεγματικισ 
γραμμισ μζχρι αυτό το ςτοιχείο και τον ςυντελεςτι αναλογίασ  Β να αλλάηει από 
φζτα ςε φζτα.'Ετςι ςτο ςτοιχείο e τοποκετείται επιφανειακι κατανομι πθγϊν και  
διπόλων και ςε τυχαίο ςθμείο 𝑥 𝑒(𝑠, 𝑟) ∈ 𝑆𝑒  υπολογίηονται οι εντάςεισ  𝜍𝑒  και  𝜇𝑒  
αντίςτοιχα: 
𝜍𝑒  𝑥 𝑒 = 𝑐𝑡,    𝑥 𝑒 ∈ 𝑆𝑒           (2.36)    
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και 
𝜇𝑒 𝑥 𝑒 𝑠, 𝑟  = 𝐵 𝑟 ∙ 𝑠,    𝑥 𝑒 ∈ 𝑆𝑒            (2.37) 
𝐵 𝑟 = 𝐵𝑗=𝐼𝐶𝐼𝑅𝐶(𝑒) = 𝑐𝑡, 𝑟𝑗 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑗+1, 𝑗 = 1, 𝐼𝐶𝐼𝑅𝐶 𝑁𝑇𝐸  
 
H κλίςθ τθσ διανομισ διπόλων B(r) μεταβάλλεται κατά τθν ακτινικι κατεφκυνςθ 
,ενϊ ζχει ςτακερι τιμι 𝛣𝐼𝐶𝐼𝑅𝐶(𝑒) = 𝑐𝑡  κατά τθν s-κατεφκυνςθ για όλα τα ςθμεία 
ελζγχου 𝑥 𝐶𝑃
𝑒  κατά το εφροσ μιασ ακτινικισ 'λωρίδασ' με μζςθ ακτίνα r(0) (Εικόνα 
2.10). 
 
 
Εικόνα 2.10 Η γραμμική μεταβολή τησ διανομήσ διπόλων μ(s) κατά τη 
διεφθυνςη τησ χορδήσ ςτην ακτινική θζςη r (j-strip) 
 
Με τον τρόπο αυτό ο κακοριςμόσ τθσ διανομισ διπόλων ςτο γεωμετρικό πλζγμα ανάγεται  
ςε πρόβλθμα υπολογιςμοφ των άγνωςτων ςτακερϊν Βj. Επιλζγοντασ τμθματικά ςτακερι 
κατανομι για τθ διανομι διπόλων ςτθν ακτινικι κατεφκυνςθ προςεγγίηεται αντίςτοιχα με 
τμθματικά ςτακερι κατανομι και θ κυκλοφορία του ςϊματοσ (Εικόνα 2.11). 
 
 
 
Εικόνα 2.11 H διανομή ιδιομορφιϊν ςτο ςϊμα και η κατανομή 
κυκλοφορίασ 
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Σα ςτοιχεία του κοντινοφ ομόρρου των ανωςτικϊν ςωμάτων εφάπτονται ςτθ 
γραμμι αποβολισ ςτροβιλότθτασ και υπάγονται ςτθ κεϊρθςθ του φφλλου 
ςτροβιλότθτασ. Μια εικόνα τθσ αναπαράςταςθσ του κοντινοφ ομόρρου πτζρυγασ με 
πάχοσ φαίνεται ςτθν Eικόνα 2.12. Οι άγνωςτοι που ςυςχετίηονται με τα ςτοιχεία του 
κοντινοφ ομόρρου για τθν περίπτωςθ αποβολισ ςτροβιλότθτασ από τθν ακμι  
εκφυγισ υπολογίηονται από τθ ςυνκικθ Kutta και το κεϊρθμα διατιρθςθσ 
κυκλοφορίασ του Kelvin. 
 
Εικόνα 2.12 Διακριτοποίηςη του κοντινοφ ομόρρου για την περίπτωςη 
ςϊματοσ με πάχοσ 
 
Ορίηοντασ με τον τρόπο αυτό τισ κατανομζσ των ιδιομορφιϊν ειςάγονται  
NDFT(Total Number of Degrees of Freedom) βακμοί ελευκερίασ: 
𝑁𝐷𝐹𝑇 = 𝑁𝑇𝐸𝜍𝑒 +  𝑁𝐶𝑊 − 1 𝜇 𝑒  
                    =  𝑁𝑇𝐸𝜍𝑒 + (𝐼𝐶𝐼𝑅𝐶 𝑁𝑇𝐸 )𝜇 𝑒       (2.38) 
 
όπου 𝑁𝑇𝐸𝜍𝑒  είναι ο αρικμόσ των αγνϊςτων εντάςεων των τμθματικά ςτακερϊν  
επιφανειακϊν  πθγϊν ςτα ΝΣΕ ςτοιχεία του γεωμετρικοφ πλζγματοσ του ςϊματοσ 
και (𝐼𝐶𝐼𝑅𝐶 𝑁𝑇𝐸 )𝜇𝑒 =  𝑁𝐶𝑊 − 1 𝜇 𝑒   o αρικμόσ των τιμϊν κλίςεων Βj τθσ 
κατανομισ  διπόλων που είναι ίςοσ με τον αρικμό των ακτινικϊν κζςεων που 
ορίηεται ςτθ διακριτοποίθςθ του ςϊματοσ. Αυτό το ςφςτθμα των NDFT αγνϊςτων 
είναι πλιρωσ οριςμζνο κακϊσ μποροφν να οριςτοφν ΝΣΕ πλικοσ εξιςϊςεων που να 
ικανοποιοφν τθν κινθματικι ςυνκικθ μθ ειςχϊρθςθσ και ΝCW-1 εξιςϊςεισ που να 
ικανοποιοφν τθ δυναμικι ςυνκικθ Kutta. 
Ο κακοριςμόσ του επιφανειακοφ διαχωριςμοφ τθσ γεωμετρίασ ςε επιμζρουσ 
ςτοιχεία είναι ιδιαίτερα ςθμαντικόσ για τθν αρικμθτικι ευςτάκεια των εξιςϊςεων 
και τθν αξιοπιςτία των αποτελεςμάτων. 
Σζλοσ,ςθμαντικι είναι και θ επιλογι του χρονικοφ βιματοσ ϊςτε τα αποτελζςματα 
να αποτυπϊνουν με ικανοποιθτικι ακρίβεια τουσ μθχανιςμοφσ τθσ ροισ ςτισ 
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περιοχζσ που ενδιαφζρουν(όπωσ θ αναδίπλωςθ του φφλλου ςτροβιλότθτασ κοντά 
ςτθν ακμι εκφυγισ). 
 
2.4 Ελεφθερη επιφάνεια και προςομοίωςη μζςω ςυνοριακϊν 
ολοκληρωμάτων 
΢τθ Φυςικι,θ ελεφκερθ επιφάνεια είναι θ επιφάνεια ενόσ ρευςτοφ  που υπόκειται 
ςε μθδενικι παράλλθλθ διατμθτικι τάςθ,όπωσ το ςφνορο μεταξφ δφο ομογενϊν 
ρευςτϊν. 
Οι ελεφκερεσ επιφάνειεσ ςυναντϊνται  παντοφ. Σο πιο απλό παράδειγμα είναι θ 
διεπαφι μεταξφ νεροφ και αζρα. Παρατθροφμε αυτζσ τισ επιφάνειεσ ωσ ςτάλεσ 
βροχισ,καλάςςια κφματα,ζνα ποτιρι νερό κλπ. Εμφανίηονται ςε ζνα πολφ ευρφ 
φάςμα και περιβάλλουν  πολλαπλά φαινόμενα: δζςμεσ νεροφ που ςπάνε ςε 
ςταγόνεσ,κφματα που καταλιγουν ςτθν ακτι,μίγματα νεροφ και λαδιοφ(δεξαμενζσ 
πετρελαίων),ρυάκια νεροφ που ςχθματίηονται ςτο τηάμι και  άλλα. 
 
Εικόνα 2.13 H ελεφθερη επιφάνεια τησ θάλαςςασ 
H πολλαπλι χριςθ τουσ κακϊσ και θ 'γοθτεία' που χαρακτθρίηει τισ επιφάνειεσ 
νεροφ οδιγθςε ςτθν ανάπτυξθ μακθματικϊν μοντζλων  που να περιγράφουν τθ 
ςυμπεριφορά τουσ. Tον τελευταίο αιϊνα,με τθν ζλευςθ τθσ υψθλισ ταχφτθτασ 
υπολογιςτικισ,αναπτφχκθκαν διάφορεσ αρικμθτικζσ μζκοδοι που να περιγράφουν 
τθν κίνθςθ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ. Η πρόκλθςθ είναι θ ςυνεχισ βελτίωςθ των 
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αρικμθτικϊν μεκόδων που εξαςφαλίηουν ακριβείσ και αξιόπιςτουσ υπολογιςμοφσ 
τθσ ροισ ελεφκερθσ επιφάνειασ. 
Τπάρχουν δφο τάξεισ ελεφκερθσ επιφάνειασ όπου τα ςυνοριακά ολοκλθρϊματα 
ζχουν φυςικό πλεονζκτθμα ζναντι άλλων μεκόδων. Αυτζσ  που χαρακτθρίηονται 
από πολφ μεγάλο ι από πολφ μικρό αρικμό Reynolds. Ο αρικμόσ Reynolds ορίηεται 
ωσ ο λόγοσ των δυνάμεων αδράνειασ προσ τισ δυνάμεισ ιξϊδουσ και ςυνεπϊσ 
ποςοτικοποιεί  τθν μεταξφ τουσ ςθμαντικότθτα για μια ςυγκεκριμζνθ κατάςταςθ 
ροισ. Είναι μικρόσ όταν τα  ςυνεκτικά φαινόμενα κυριαρχοφν(κίνθςθ μιασ 
ςταγόνασ) και μεγάλοσ όταν αυτά είναι αμελθτζα όπωσ ςτθ διάδοςθ κυμάτων 
νεροφ. 
Εμείσ κα αςχολθκοφμε με τθ δεφτερθ περίπτωςθ,εκεί όπου οι εξιςϊςεισ τθσ ροισ 
μποροφν να περιοριςτοφν ςτθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Laplace. Εδϊ,κα 
χρθςιμοποιιςουμε κατανομζσ διπόλων κατά μικοσ τθσ επιφάνειασ και θ ταχφτθτα 
ςτθν επιφάνεια μπορεί να εκφραςτεί πλιρωσ μζςω  ςυνοριακϊν ολοκλθρωμάτων  
αυτϊν των κατανομϊν. ΢τθν ουςία,μειϊνουν τθ χωρικι διάςταςθ του προβλιματοσ 
κατά μία και για τθν πρόοδο τθσ επιφάνειασ είναι απαραίτθτεσ μόνο πλθροφορίεσ 
πάνω ςτθν επιφάνεια. Οι κατανομζσ διπόλων κατά μικοσ τθσ επιφάνειασ  παρζχουν 
μια τζλεια αναπαράςταςθ του πεδίου,αφοφ οι μερικζσ παράγωγοι είναι ςυνεχείσ ςε 
όλθ τθν επιφάνεια,που αποτελεί μία από τισ ηθτοφμενεσ οριακζσ ςυνκικεσ. 
Μακθματικι διατφπωςθ 
Οι εξιςϊςεισ Euler για μθ ςυνεκτικι ροι είναι: 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+  𝑢 ∙ ∇ 𝜌 = 0        (2.39)  
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+  𝑢 ∙ ∇ 𝑢 = −
1
𝜌
∇p + g     (2.40) 
όπου u θ ταχφτθτα του ρευςτοφ,ρ θ πυκνότθτα,p θ υδροδυναμικι πίεςθ και ρg θ 
βαρυτικι δφναμθ.Αν κεωριςουμε και τθ ροι αςυμπίεςτθ: 
∇ ∙ 𝑢 = 0         (2.41) 
Οι εξιςϊςεισ 2.39 ,2.40 αποτελοφν διαφορικζσ εξιςϊςεισ  των ρ και u,ενϊ θ εξίςωςθ 
2.41 ενεργεί ωσ περιοριςμόσ που ορίηει το p. 
Μια άλλθ μορφι αυτϊν των εξιςϊςεων χρθςιμοποιεί τθ ςτροβιλότθτα 𝜔 = ∇ ×
𝑢.'Ετςι από τθν 2.40 παράγεται μια διαφορικι εξίςωςθ τθσ ςτροβιλότθτασ: 
𝜕𝜔
𝜕𝑡
+  𝑢 ∙ ∇ 𝜔 −  𝜔 ∙ ∇ 𝑢 = ∇𝑝 × ∇ 
1
𝜌
      (2.42) 
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Σϊρα θ ταχφτθτα πρζπει να προςδιοριςτεί από τθν εξίςωςθ  2.41  και τον οριςμό 
τθσ  ςτροβιλότθτασ.Μια πρότυπθ προςζγγιςθ είναι θ ειςαγωγι του διανυςματικοφ 
πεδίου A ,όπου 𝑢 = ∇ × 𝐴.Αυτι θ επιλογι ικανοποιεί αυτόματα τθν 2.41 και ο 
οριςμόσ τθσ ςτροβιλότθτασ  γίνεται  
∇2𝛢 = −𝜔         (2.43)   
με τθν απαίτθςθ 𝑉 ∙ 𝐴 = 0. 
Mια αξία τθσ διατφπωςθσ ςτροβιλότθτασ τθσ εξίςωςθσ 2.42 είναι ότι εςτιάηει ςτθν 
παραγωγι τθσ ςτροβιλότθτασ.Οι όροι ςτο αριςτερό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ 
περιγράφουν τθ διάχυςθ και ζκταςθ των γραμμϊν ςτροβιλότθτασ,ενϊ οι όροι ςτο 
δεξιό μζλοσ περιγράφουν  τθ δθμιουργία τουσ.Με τθν απουςία ςτερεϊν 
διαχωριςτικϊν επιφανειϊν (solid boundaries),ςτροβιλότθτα παράγεται  μόνο από 
διαφορζσ πυκνότθτασ.Για ροζσ,ςτισ οποίεσ είναι λογικό να κεωριςουμε ςτακερι 
πυκνότθτα,θ ςτροβιλότθτα διατθρείται. Δθλαδι,αν δεν υπάρχει καμία αρχικι 
ςτροβιλότθτα,δεν κα υπάρχει και μετά.                                                                                
 Από τθν άλλθ πλευρά,αν υπάρχει μια διακριτι επιφάνεια που διαχωρίηει δφο 
περιοχζσ ςτακερϊν αλλά διαφορετικϊν πυκνοτιτων,τότε προκαλείται ςτροβιλότθτα 
ςτθν επιφάνεια αυτι.Δυςτυχϊσ,θ παραγωγι ςτροβιλότθτασ ςτθ διεπαφι αυτι είναι 
γενικευμζνθ και είναι δφςκολο να παραχκεί απευκείασ από τθν εξίςωςθ 
2.42.Αντίκετα,κα ιταν προτιμότερο να ψάξουμε λφςεισ ςε κάκε περιοχι χωριςτά 
και ςτθ ςυνζχεια να τισ ςυνδζςουμε με οριακζσ ςυνκικεσ ςτθν επιφάνεια. 
΢ε κάκε περιοχι,το πεδίο ταχφτθτασ πρζπει να είναι αςτρόβιλο. ΢υνεπϊσ,θ 
ταχφτθτα μπορεί να εκφραςτεί ωσ 𝑢 = ∇𝛷.'Ετςι,μετά και από ολοκλιρωςθ τθσ 
2.40,παίρνουμε τθν εξίςωςθ Bernoulli ςτθ μορφι: 
𝜕𝛷
𝜕𝑡
+
1
2
 ∇𝛷2 +
𝑝
𝜌
+ 𝑔𝑧 = 𝐶 𝑡        (2.44) 
όπου z κεωρείται θ κάκετθ προσ τα πάνω ςυντεταγμζνθ.Επίςθσ,θ εξίςωςθ 2.41 
γίνεται: 
∇2𝛷 = 0      (2.45) 
'Ετςι λοιπόν χρθςιμοποιοφμε τθν εξίςωςθ Bernoulli για να 'ανανεϊςουμε'  το 
δυναμικό τθσ επιφάνειασ  και ζπειτα χρθςιμοποιοφμε το αποτζλεςμα ωσ οριακι 
ςυνκικθ για τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Laplace 2.45. 
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2.5 Θεϊρηςη ςυμμετρίασ 
'Οταν τα ςϊματα είναι ςυμμετρικά ωσ προσ ζνα ι δφο επίπεδα ςυμμετρίασ (x=0 ι 
y=0),το υπολογιςτικό κόςτοσ μπορεί να μειωκεί ςθμαντικά λφνοντασ το μιςό ι το 
ζνα τζταρτο του πεδίου.                                                                                                      
 ΢τθν περίπτωςθ ενόσ επιπζδου ςυμμετρίασ λφνονται δφο προβλιματα ενϊ ςτθν 
περίπτωςθ δφο επιπζδων ςυμμετρίασ λφνονται τζςςερα για τθν πλιρθ λφςθ του 
υδροδυναμικοφ προβλιματοσ.Αν κεωρθκεί ζνα επίπεδο ςυμμετρίασ,λφνονται το 
ςυμμετρικό και το αντι-ςυμμετρικό πρόβλθμα. Σα κατοπτρικά δυναμικά ςτθ 
ςυμμετρικι περίπτωςθ είναι ίδια,ενϊ ςτθν αντι-ςυμμετρικι περίπτωςθ είναι 
αντίκετου πρόςθμου. ΢τθν περίπτωςθ  δφο επιπζδων ςυμμετρίασ,πρζπει να 
λθφκοφν υπόψθ όλοι οι πικανοί ςυνδυαςμοί:το δυναμικό να είναι ςυμμετρικό ωσ 
προσ το επίπεδο y=0 και αντιςυμμετρικό ωσ προσ το  x=0,ςυμμετρικό ωσ προσ το x=0 
και αντιςυμμετρικό ωσ προσ το y=0,ςυμμετρικό ωσ προσ και τα δφο επίπεδα x=0 και 
y=0 ι αντιςυμμετρικό ωσ προσ και τα δφο επίπεδα x=0 και y=0. 
Αν τα ςθμεία P(x,y,z),Px(x,y,z),Py(x,y,z)  και Pxy(x,y,z) είναι απεικονίςεισ όςον αφορά 
τα επίπεδα x=0,y=0 ι και τα δφο,τότε: 
𝑃 𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑃𝑥 −𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃𝑦 𝑥,−𝑦, 𝑧 = 𝑃𝑥𝑦  −𝑥,−𝑦, 𝑧     (2.46) 
Σο δυναμικό μπορεί να αναλυκεί: 
𝜑𝐷 𝑃 =
1
2
 𝜑𝐷 𝑃 + 𝜑𝐷 𝑃𝑥  +
1
2
 𝜑𝐷 𝑃 − 𝜑𝐷 𝑃𝑥     (2.47𝑎) 
𝜑𝐷 𝑃 =
1
2
 𝜑𝐷 𝑃 + 𝜑𝐷 𝑃𝑦  +
1
2
 𝜑𝐷 𝑃 − 𝜑𝐷 𝑃𝑦     (2.47𝑏) 
          𝜑𝐷 𝑃 =
1
4
 𝜑𝐷 𝑃 − 𝜑𝐷 𝑃𝑥 − 𝜑𝐷 𝑃𝑥𝑦  + 𝜑𝐷 𝑃𝑦              
+
1
4
 𝜑𝐷 𝑃 + 𝜑𝐷 𝑃𝑥 − 𝜑𝐷 𝑃𝑥𝑦  − 𝜑𝐷 𝑃𝑦  
+
1
4
 𝜑𝐷 𝑃 + 𝜑𝐷 𝑃𝑥 + 𝜑𝐷 𝑃𝑥𝑦  + 𝜑𝐷 𝑃𝑦  
+
1
4
 𝜑𝐷 𝑃 − 𝜑𝐷 𝑃𝑥 + 𝜑𝐷 𝑃𝑥𝑦  − 𝜑𝐷 𝑃𝑦      (2.47𝑐) 
 
Οι όροι ςτισ αγκφλεσ  *.+  αντιςτοιχοφν ςτα λυμζνα προβλιματα ςυνοριακϊν τιμϊν 
λαμβάνοντασ υπόψθ  το ςυμμετρικό ι αντιςυμμετρικό δυναμικό  όςον αφορά το 
επίπεδο/α ςυμμετρίασ. Η εξίςωςθ  α εφαρμόηεται όταν το x=0 είναι το επίπεδο 
ςυμμετρίασ,θ β όταν είναι το y=0,ενϊ θ c όταν και τα δφο x=0,y=0 είναι επίπεδα 
ςυμμετρίασ. 
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Κεφάλαιο 3: Ανάλυςη γεωμετρικϊν πλεγμάτων  και 
αλγόριθμοι διαχείριςησ 
 
΢το παρόν κεφάλαιο παρουςιάηονται τα γεωμετρικά πλζγματα που 
χρθςιμοποιικθκαν,κακϊσ και οριςμζνοι κϊδικεσ που αναπτφχκθκαν για τθν 
επεξεργαςία τουσ και τθν τελικι υλοποίθςι τουσ.                                                             
Οι γεωμετρίεσ αυτζσ ,πρζπει να ζχουν κάποια ςυγκεκριμζνα χαρακτθριςτικά.Aρχικά 
πρζπει να ζχουν μορφι επιφανειακοφ πλζγματοσ που να είναι ςυμβατό με το 
GENUVP. Πρακτικά αυτό ςθμαίνει ότι παράγεται μια γεωμετρία ςε ζνα απλό αρχείο 
κειμζνου όπου δίνονται οι καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ  (x,y,z) των κόμβων που τθν 
απαρτίηουν. Προφανϊσ,θ ςειρά με τθν οποία διαβάηει ο κϊδικασ τουσ κόμβουσ που 
αποτελοφν τθ γεωμετρία κάκε ςϊματοσ δεν είναι τυχαία,αφοφ κάκε φορά πρζπει 
να δομείται το εξωτερικό πρόβλθμα. 'Οπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί κάκε φυςικό ςϊμα 
μπορεί να αποτελείται από περιςςότερα από ζνα αρικμθτικά ςϊματα είτε για 
λόγουσ ακρίβειασ είτε για λόγουσ ςυμβατότθτασ με τον κϊδικα.                                                                 
 Η κφρια προσ μελζτθ γεωμετρία περιλαμβάνει  τθ γάςτρα  του ςκάφουσ  μαηί με τα 
υδροπτερφγια(daggerboards) και τα πθδάλια(rudders) (Εικόνα 3.1). 
 
Εικόνα 3.1 Η γεωμετρία του ςκάφουσ(μία γάςτρα) 
Αργότερα προςτζκθκε ωσ αναπαράςταςθ ελεφκερθσ επιφάνειασ(free surface) μια 
επιφανειακι κατανομι διπόλων. 
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3.1 Γάςτρα(hull) και Τδροπτερφγιο(daggerboard) 
Σο αρχικό πλζγμα που παράχκθκε για τα υδροπτερφγια περιλάμβανε  ΝCW=53 
αεροτομζσ των ΝNB=49 κόμβων(Εικόνα 3.2),ενϊ για τθ γάςτρα 39 τομζσ των 50 
κόμβων θ κακεμία(Εικόνα 3.3): 
 
Εικόνα 3.2 Η γεωμετρία του υδροπτερυγίου(daggerboard) 
 
Εικόνα 3.3 H γεωμετρία τησ γάςτρασ(hull) 
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Σο πάνω μζροσ του υδροπτερυγίου βρίςκεται μζςα ςτθ γάςτρα,δεν ζρχεται ςε 
επαφι με τθ ροι,οπότε και αφαιρζκθκε: 
 
 
Εικόνα 3.4 Γάςτρα,υδροπτερφγιο και ςχετική τουσ θζςη 
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'Ετςι,τελικά για το υδροπτερφγιο χρθςιμοποιικθκε μικτι κατανομι πθγϊν-διπόλων 
ςε ζνα πλζγμα NCW=29 x NNB=49 κόμβων ωσ ανωςτικό ςϊμα με πάχοσ,ενϊ  
αντίςτοιχα για τθ γάςτρα χρθςιμοποιικθκε αποκλειςτικά κατανομι πθγϊν ωσ μθ 
ανωςτικό ςϊμα με πάχοσ. 
3.2 Πηδάλιο(rudder) 
Σο αρχικό πλζγμα που παράχκθκε για το πθδάλιο απαρτιηόταν από τρία αρικμθτικά 
ςϊματα όπωσ φαίνεται παρακάτω (Eικόνα 3.5) :ζνα οριηόντιο πτερφγιο(p1.grid),ζνα 
κάκετο πτερφγιο(p2.grid) και μια βάςθ ςε ςχιμα οβίδασ(p3.grid). 
 
 
 
Eικόνα 3.5 Αρχική γεωμετρία πηδαλίου 
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Παρατθροφμε ότι τα πλζγματα των πτερυγίων διαπερνοφν τθ βάςθ,οπότε θ 
υπάρχουςα γεωμετρία δεν είναι ςε καμία περίπτωςθ ςυμβατι με τον κϊδικα και 
δεν μπορεί να προςφζρει αποτελζςματα. Σα αρικμθτικά πλζγματα πρζπει να είναι 
διακριτά μεταξφ τουσ,οπότε κινθκικαμε ωσ εξισ: 
Αρχικά,αφαιροφμε το κομμάτι του οριηόντιου πτερυγίου(p1) που βρίςκεται μζςα 
ςτθ βάςθ,διαχωρίηοντάσ το ςε δφο αρικμθτικά πτερφγια p11 και p12 που κα 
προςκολλθκοφν δεξιά και αριςτερά τθσ βάςθσ. Για να γίνει θ προςκόλλθςθ των δφο 
πλζον οριηόντιων πτερυγίων κακϊσ και του κάκετου(p2),πρζπει να βρεκεί θ τομι 
των επιφανειϊν τουσ με τθν επιφάνεια τθσ βάςθσ. Πρζπει,δθλαδι το γεωμετρικό 
πλζγμα τθσ βάςθσ να διαμορφωκεί κατάλλθλα για να 'υποδεχτεί' τα τρία πτερφγια. 
Σο αρχικό πλζγμα τθσ βάςθσ του πθδαλίου περιλάμβανε  19 τομζσ των 50 κόμβων, 
όπωσ φαίνεται παρακάτω(Eικόνα 3.6): 
 
Eικόνα 3.6 Αρχική γεωμετρία τησ βάςησ του πηδαλίου 
Αν δοφμε τθ βάςθ ςε πλάγια όψθ ςτο επίπεδο y-z(Eικόνα3.7), παρατθροφμε  ότι οι 
τομζσ μποροφν να κεωρθκοφν κφκλοι. Μποροφμε δθλαδι να ποφμε ότι το πλζγμα 
τθσ βάςθσ αποτελείται από 19 αλλεπάλλθλουσ κφκλουσ,των οποίων τα κζντρα 
κινοφνται ςτον άξονα (x,3.07514,-1.64357). 
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Eικόνα 3.7 Γεωμετρία τησ βάςησ ςε πλάγια όψη y-z 
 
Αν δθλαδι τροποποιιςουμε το πλζγμα τθσ βάςθσ από 19 τομζσ των 50 κόμβων ςε 
ζνα πλζγμα 50 καμπφλων των 19 κόμβων,θ γεωμετρία τθσ βάςθσ πλζον 
περιγράφεται από μία ςτθν ουςία καμπφλθ 19 ςθμείων,θ οποία περιςτρζφεται 
γφρω από τον άξονα (x,3.07514,-1.64357) ςε 50 διαφορετικζσ κζςεισ. Αυτό πρακτικά 
ςθμαίνει ότι μποροφμε να προςεγγίςουμε τθν επιφάνεια τθσ βάςθσ ςε κάκε κζςθ 
μζςω τθσ περιςτροφισ. 
Περιοριηόμαςτε λοιπόν ςτο τμιμα τθσ καμπφλθσ που αφορά τθν επικείμενθ 
προςκόλλθςθ του κάκε πτερυγίου (Εικόνα 3.8) και προςεγγίηουμε το τμιμα αυτό με 
κατάλλθλου βακμοφ πολυϊνυμο. 
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Εικόνα 3.8 Περιςτρεφόμενη καμπφλη περιγραφήσ τησ βάςησ ςε μία προσ 
προςκόλληςη πτερυγίου θζςη 
Ζτςι,και με τθ βοικεια γραμμικϊν παρεμβολϊν αποτυπϊνουμε τισ προσ 
προςκόλλθςθ αεροτομζσ των πτερυγίων πάνω ςτθν επιφάνεια τθσ βάςθσ(Εικόνα 
3.9). 
 
Εικόνα 3.9 Προσ προςκόλληςη αεροτομζσ των τριϊν πτερυγίων ςτη βάςη   
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Αυτό που  μζνει  τϊρα για να πάρει θ βάςθ τθν τελικι τθσ μορφι  είναι να 
αφαιρεκοφν  τα κομμάτια εκείνα  που προεξζχουν των απεικονιηόμενων αεροτομϊν 
(Εικόνα 3.10): 
Εικόνα 3.10 Σελική γεωμετρία τησ βάςησ του πηδαλίου 
Η βάςθ άρα πλζον περιγράφεται από πζντε αρικμθτικά ςϊματα.Για τα ςϊματα τα 
οποία βρίςκονται γφρω από τισ 'τρφπεσ' χρθςιμοποιικθκαν 23 ςθμεία αφοφ τα 19 
δεν ιταν αρκετά για να περιγράψουν πλιρωσ το περίγραμμα των αεροτομϊν. 'Ετςι 
το τελικό γεωμετρικό πλζγμα τθσ βάςθσ περιλαμβάνει τζςςερα ςϊματα με NCW=2 x 
NNB=23 κόμβουσ(up11,up12,trial1d,trial3d) και ζνα ςϊμα με ΝCW=15 x NNB=19 
κόμβουσ(downn). 
Για τθ βάςθ του πθδαλίου ωσ μθ ανωςτικό ςϊμα με πάχοσ χρθςιμοποιικθκε 
αποκλειςτικά κατανομι πθγϊν. 
 
 
 
 
 44 
 
 
Η τελικι μορφι του πθδαλίου φαίνεται παρακάτω(Εικόνα 3.11): 
 
Εικόνα 3.11 Σελική γεωμετρία πηδαλίου 
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Tο γεωμετρικό πλζγμα και των τριϊν πτερυγίων (p11.grid,p12.grid, p2.grid) 
περιλαμβάνει 20 αεροτομζσ των 57 κόμβων και χρθςιμοποιικθκε μικτι κατανομι 
πθγϊν-διπόλων ωσ ανωςτικά ςϊματα με πάχοσ. 
3.3 Ελεφθερη επιφάνεια(free surface) 
Η ελεφκερθ επιφάνεια ειςάχκθκε με δφο υποπλζγματα των 7x71 και 8x71 κόμβων 
ςτο επίπεδο z=0 (Εικόνα 3.12). Χρθςιμοποιικθκαν δφο πλζγματα για να γίνει 
ακριβισ 'περικφκλωςθ' τθσ γάςτρασ,πάνω ςτα οποία ζγινε αποκλειςτικά κατανομι 
διπόλων.  
 
Εικόνα 3.12 Προςομοίωςη ελεφθερησ επιφάνειασ για μία γάςτρα 
΢τθν περίπτωςι μασ λοιπόν,θ ελεφκερθ επιφάνεια αποτζλεςε μια απαραμόρφωτθ 
ςτο χρόνο επιφάνεια που καλφπτει ζνα διάςτθμα 18 μζτρων ςτον  άξονα x και ζνα 
διάςτθμα 2 μζτρων ςτον άξονα y. 
 
Σϊρα ςτθν περίπτωςθ των υπολογιςμϊν με δφο γάςτρεσ,παράχκθκαν  τζςςερα 
υποπλζγματα ςτο επίπεδο z=0. Δφο των 7x71 και δφο των 18x71 κόμβων όπωσ 
φαίνεται παρακάτω (Eικόνα 3.13): 
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Εικόνα 3.13 Προςομοίωςη ελεφθερησ επιφάνειασ για δφο γάςτρεσ 
Η ελεφκερθ επιφάνεια ςτθν περίπτωςθ αυτι καταλαμβάνει  μια επιφάνεια 24 
μζτρων ςτον άξονα x και 8 μζτρων ςτον άξονα y. 
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3.4 Αλγόριθμοι και αεροτομζσ πτερυγίων 
΢το παράρτθμα  επιςυνάπτονται οριςμζνοι αλγόρικμοι  που είχαν  ευρεία χριςθ 
κατά τθν επεξεργαςία των γεωμετρικϊν πλεγμάτων,αφοφ όπωσ αναφζρκθκε και 
παραπάνω θ μορφι των γεωμετρικϊν  πλεγμάτων δεν είναι τυχαία,αλλά πρζπει να 
είναι ςυμβατι με το GENUVP 
Σο αρχικό γεωμετρικό πλζγμα που παράχκθκε για το υδροπτερφγιο περιλάμβανε 
αεροτομζσ των 122 κόμβων. Αυτι θ περιγραφι εκτιμικθκε ωσ  'υπερβολικι'.'Ετςι 
για να μειϊςουμε το υπολογιςτικό κόςτοσ  χωρίσ να  χάςουμε,τουλάχιςτον 
αιςκθτά,ςε ακρίβεια χρθςιμοποιιςαμε ζναν κϊδικα που μειϊνει τουσ κόμβουσ τθσ 
κάκε αεροτομισ από 122 ςε 49. 
Ακολουκεί  και ο τφποσ  αεροτομισ  που χρθςιμοποιικθκε  για  τα  υδροπτερφγια:  
 
Eικόνα 3.14 Αεροτομή υδροπτερυγίου(daggerboard) 
'Οπωσ και με το υδροπτερφγιο,ζτςι και με το πθδάλιο χρθςιμοποιικθκε κϊδικασ για 
να μειϊςει τον αρικμό των κόμβων κάκε αεροτομισ.Χρθςιμοποιικθκε 
διαφορετικόσ κϊδικασ αφενόσ γιατί το αρχικό πλζγμα περιλάμβανε αεροτομζσ των 
102 κόμβων και όχι των 122,αφετζρου γιατί οι αεροτομζσ του πθδαλίου είναι 
διαφορετικοφ τφπου από αυτζσ του υδροπτερυγίου.΢υγκεκριμζνα τα πτερφγια του 
πθδαλίου αποτελοφνται από ςυμμετρικζσ αεροτομζσ: 
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Ακολουκεί και ο τφποσ αεροτομισ  που χρθςιμοποιικθκε για το πθδάλια: 
 
Eικόνα 3.15 Αεροτομή πηδαλίου(rudder) 
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Κεφάλαιο 4: Αποτελζςματα 
 4.1 ΢υμπεριφορά των  απομονωμζνων υδροδυναμικϊν 
ςωμάτων 
Αρχικά ζγιναν υπολογιςμοί με το υδροπτερφγιο και το πθδάλιο ξεχωριςτά. Για τουσ 
υπολογιςμοφσ αυτοφσ χρθςιμοποιικθκε ςυμμετρία ωσ προσ το επίπεδο z=0. Αυτό 
ζγινε γιατί το υδροπτερφγιο και το πθδάλιο ςτθν πάνω πλευρά δεν είναι 
'ελεφκερα',αλλά κα ενςωματωκοφν αργότερα ςτθ γάςτρα. 'Ολοι οι υπολογιςμοί 
ζγιναν για ταχφτθτα πλεφςθσ 𝑈∞  = 5m/s = 18km/h = 9.72 knots. 
  4.1.1 Τδροπτερφγιο(daggerboard) 
Αρχικά πρζπει να οριςτεί θ ςειρά με τθν οποία παρουςιάηονται  τα strip του 
υδροπτερυγίου. 'Οπωσ φαίνεται παρακάτω τα strip διαβάηονται από κάτω προσ τα 
πάνω με το 1ο strip να αντιςτοιχεί ςτο ακροπτερφγιο. 
Εικόνα 4.1 ΢ειρά των i-strip του υδροπτερυγίου 
 
Ασ δοφμε λοιπόν τθ ςυμπεριφορά του υδροπτερυγίου ςε υπολογιςμό με 
ςυμμετρικι κεϊρθςθ ωσ προσ το επίπεδο  z=0. Περιςςότερο ενδιαφζρον 
παρουςιάηουν  τα φορτία ςτον άξονα z. Πρόκειται για τισ δυνάμεισ που κα 
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ςθκϊςουν  τθ γάςτρα  ζξω από το νερό  'απελευκερϊνοντάσ'  τθν από τθν 
αντίςταςθ του νεροφ  και προφανϊσ επιτρζποντασ ςτο ςκάφοσ μεγαλφτερεσ  
ταχφτθτεσ. 
Eικόνα 4.2 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ του υδροπτερυγίου 
Σο υδροπτερφγιο  φαίνεται λοιπόν να προςφζρει μια  ανωςτικι  ςυνιςταμζνθ 
δφναμθ,τθσ οποίασ  μάλιςτα θ κατανομι πάνω ςτθν επιφάνειά του ςυμβαδίηει με 
τθν αναμενόμενθ  κατανομι. ΢υγκεκριμζνα παρατθροφμε αφξθςθ τθσ  Fz  μζχρι το 
12ο strip (οριηόντιο τμιμα υδροπτερυγίου/y=-2.45),εκεί δθλαδι  που το 
υδροπτερφγιο παρουςιάηει μια ζντονθ κλίςθ,και  μείωςθ  αλλά  παράλλθλα  
ςυνεχιηόμενθ ανωςτικι ςυνειςφορά μζχρι το 29ο strip. Σο κομμάτι του 
υδροπτερυγίου από το 30ο  strip δεν μασ αφορά,αφοφ είναι ακριβϊσ το κομμάτι  
που κα μπει μζςα ςτθ γάςτρα και δεν ςυμμετζχει ςτουσ υπολογιςμοφσ (Eικόνα 3.4).                                                                    
 Ακολουκοφν και τα αδιάςτατα φορτία CN,που όπωσ αναμενόταν ζχουν τθν ίδια 
μορφι με το παραπάνω διάγραμμα.                                   
Eικόνα 4.3 Κατανομή αδιάςτατων φορτίων CN κατά μήκοσ του υδροπτερυγίου 
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4.1.2 Πηδάλιο(rudder) 
'Οςον αφορά το πθδάλιο,για τα δφο οριηόντια πτερφγια τα strips του κάκε 
πτερυγίου παρουςιάηονται από δεξιά προσ τ'αριςτερά  με αποτζλεςμα ςτο ζνα 
πτερφγιο το 1ο strip να αντιςτοιχεί  ςτο ακροπτερφγιο (p11) και ςτο άλλο ςτθ ρίηα 
(p12).H διάταξθ των strip του κάκετου πτερυγίου (p2) ζχει κατεφκυνςθ από κάτω 
προσ τα πάνω. 
Eικόνα 4.4  ΢ειρά των i-strip των πτερυγίων του πηδαλίου 
Παρακάτω φαίνεται θ κατανομι φορτίων ςτα πτερφγια του πθδαλίου ςε 
υπολογιςμό με ςυμμετρικι κεϊρθςθ ωσ προσ το επίπεδο  z=0: 
Eικόνα 4.5 Κατανομή φορτίων  ςτον  z-άξονα  για  τα πτερφγια του 
πηδαλίου 
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'Οπωσ φαίνεται και παραπάνω το πθδάλιο μόνο του ζχει μθδαμινι ζωσ μθδενικι 
επίδραςθ ςτθν ανάπτυξθ φορτίων,κάτι που ιταν αναμενόμενο  αν αναλογιςτεί 
κανείσ  ότι τα πτερφγια αποτελοφνται από ςυμμετρικζσ  αεροτομζσ.Αναμενόμενθ 
επίςθσ είναι θ αντίςτροφθ πορεία  των φορτίων  ςτα  δφο οριηόντια πτερφγια.'Οπωσ 
προαναφζρκθκε ο τρόποσ με τον οποίο  είναι  δομθμζνα τα  strip κάκε πτερυγίου 
κάνουν το 1ο strip του ενόσ να αντιςτοιχεί ςτο τελευταίο strip  του άλλου. 
4.2 Περιπτϊςεισ  ςυνολικϊν  υπολογιςμϊν 
Αφοφ λοιπόν  παρατθρικθκε θ εν γζνει ςυμπεριφορά των δφο υδροδυναμικϊν 
ςωμάτων  ςε υπολογιςμοφσ που ςυμμετζχουν το κακζνα ξεχωριςτά,ξεκίνθςαν οι 
υπολογιςμοί  με άξονα τθν πραγματικι γεωμετρία του ςκάφουσ.'Εχουμε λοιπόν: 
4.2.1 Μία γάςτρα-Οne hull(simple case) 
΢υνθήκεσ(Conditions) 
 1 2 YES NO 
number of 
hulls 
  - - - 
free surface - - -   
yaw angle - - -   
 
 
Eικόνα 4.6 Μία γάςτρα-One hull(simple case) 
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Eικόνα 4.7 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ του υδροπτερυγίου                 
(simple case) 
Βλζπουμε λοιπόν  ότι το υδροπτερφγιο  μπορεί να διαχωριςτεί ςε δφο επιμζρουσ 
τμιματα.Σο κυρίωσ ανωςτικό τμιμα (main lifting part),το τμιμα δθλαδι που ζχουμε 
αφξθςθ τθσ άνωςθσ και το τμιμα που ζχουμε ςταδιακι μείωςθ τθσ άνωςθσ.Ο 
διαχωριςμόσ είναι εμφανισ και από τθ γεωμετρία του υδροπτερυγίου (Εικόνα 4.7). 
Eικόνα 4.8 Διαχωριςμόσ υδροπτερυγίου ωσ προσ άνωςη 
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Αν προςκζςουμε ςτο προθγοφμενο διάγραμμα και τισ πλευρικζσ δυνάμεισ που 
αναπτφςςονται κατά μικοσ του υδροπτερυγίου: 
Eικόνα 4.9 Κατανομή φορτίων ςτον y και z  άξονα κατά μήκοσ του 
υδροπτερυγίου (simple case) 
Βλζπουμε ότι μποροφμε να επεκτείνουμε τον προθγοφμενο διαχωριςμό για το 
υδροπτερφγιο και ωσ προσ τθν κατεφκυνςθ των δυνάμεων του κάκε τμιματοσ. 
΢υγκεκριμζνα,βλζπουμε ότι πλευρικζσ δυνάμεισ αρχίηουν να αναπτφςςονται μετά 
το κυρίωσ ανωςτικό τμιμα. 
Eικόνα 4.10 Διαχωριςμόσ υδροπτερυγίου ωσ προσ την κατεφθυνςη των 
δυνάμεων 
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 Eικόνα 4.11 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ του πηδαλίου                 
(simple case) 
Σϊρα που το πθδάλιο δεν παραλαμβάνει  αδιατάρακτθ  ροι,αλλά  'υποδζχεται'  τθ 
ροι του υδροπτερυγίου,θ ςυμπεριφορά των πτερυγίων του είναι διαφορετικι. Η 
φπαρξθ τθσ γάςτρασ αποκλίνει τθ ροι οπότε δθμιουργείται αρνθτικι δφναμθ θ 
οποία είναι 'επικυμθτι' ϊςτε να βυκίηει το πίςω μζροσ του ςκάφουσ.Σο πθδάλιο 
είναι υπεφκυνο για τθν πλοιγθςθ του ςκάφουσ.Αν χακεί θ επαφι με το νερό,τότε 
δεν ελζγχεται θ ιςορροπία του ςκάφουσ ςτο οριηόντιο επίπεδο. 
Ακολουκεί και ο ομόρρουσ τθσ περίπτωςθσ: 
 
Eικόνα 4.12 Ο ομόρρουσ για μία γάςτρα-Wake of one hull(simple case) 
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4.2.2 Μία γάςτρα με γωνία ροήσ 10°-Οne hull with yaw angle 10° 
΢υνθήκεσ(Conditions) 
 1 2 YES NO 
number of 
hulls 
  - - - 
free surface - - -   
yaw angle - -   - 
 
Eικόνα 4.13 Μία γάςτρα με γωνία νεροφ 10°-Οne hull with yaw angle 10° 
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Eικόνα 4.14 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ του 
υδροπτερυγίου  (simple case/yaw angle 10°) 
Ωσ προσ τθν άνωςθ παρατθροφμε ότι  τα πρϊτα 7-8 strip του dagger,τα strip δθλαδι 
κοντά ςτο ακροπτερφγιο παράγουν μικρι αντίκετθ ωσ προσ τθ ηθτοφμενθ  δφναμθ. 
Αυτό ςθμαίνει ότι οι τοπικζσ γωνίεσ πρόςπτωςθσ γίνονται αρνθτικζσ. Μετά το 8ο 
strip αρχίηουν να 'ςυνειςφζρουν' με μεγαλφτερο μάλιςτα ρυκμό από τθν χωρίσ 
γωνία περίπτωςθ (simple case). 
Eικόνα 4.15 Κατανομή φορτίων ςτον y-άξονα κατά μήκοσ του πηδαλίου                 
(yaw angle 10°) 
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Παρακολουκϊντασ τθν ομοιόμορφθ κατανομι πλευρικϊν φορτίων κατά μικοσ του 
κάκετου πτερυγίου του πθδαλίου και ςυνδυάηοντασ το παραπάνω διάγραμμα με το 
διάγραμμα τθσ Eικόνασ 4.11 μποροφμε να προχωριςουμε ςε μια πιο ςφαιρικι 
εικόνα ωσ προσ τθ λειτουργία του πθδαλίου.                                                                           
Φαίνεται λοιπόν ότι τα  δφο οριηόντια πτερφγια wing11 και wing12  είναι υπεφκυνα 
για τθ βφκιςθ του πθδαλίου μζςα ςτο νερό,ενϊ το κάκετο πτερφγιο wing2 είναι 
υπεφκυνο για τθν πλοιγθςθ και τον ζλεγχο του ςκάφουσ (Εικόνα 4.15). 
Eικόνα 4.16 Ανάπτυξη δυνάμεων ςτα πτερφγια του πηδαλίου 
Ακολουκεί ο ομόρρουσ τθσ περίπτωςθσ: 
 
Eικόνα 4.17 Ομόρρουσ για μία γάςτρα με γωνία νεροφ 10°-Wake of one hull with 
yaw angle 10° 
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4.2.3 Μία γάςτρα με προςομοίωςη ελεφθερησ επιφάνειασ(κατανομή 
διπόλων)-Οne hull with free surface simulation(dipole distribution) 
΢υνθήκεσ(Conditions)  
 1 2 YES NO 
number of 
hulls 
  - - - 
free surface - -   - 
yaw angle - - -   
 
Eικόνα 4.18 Μία γάςτρα με προςομοίωςη ελεφθερησ επιφάνειασ(κατανομή 
διπόλων)-Οne hull with free surface simulation(dipole distribution) 
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Eικόνα 4.19 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ του 
υδροπτερυγίου (simple case/free surface) 
Βλζπουμε ότι θ κατανομι διπόλων που χρθςιμοποιιςαμε για τθν προςομοίωςθ τθσ 
ελεφκερθσ επιφάνειασ δρα μειωτικά για τα ανωςτικά φορτία του υδροπτερυγίου. 
Προφανϊσ θ ςυμπεριφορά του υδροπτερυγίου δεν αλλάηει.Παραμζνει θ ίδια απλά 
με μειωμζνα φορτία ωσ αποτζλεςμα τθσ μείωςθσ τθσ δυναμικισ πίεςθσ από τθ 
ςυνκικθ ελεφκερθσ επιφάνειασ. 
Ακολουκεί ο ομόρρουσ τθσ περίπτωςθσ:  
Eικόνα 4.20 Ομόρρουσ για μία γάςτρα με προςομοίωςη ελεφθερησ 
επιφάνειασ-Wake of one hull with free surface simulation 
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4.2.4  Δφο γάςτρεσ  με προςομοίωςη ελεφθερησ επιφάνειασ(κατανομή 
διπόλων)/Ολόκληρο ςκάφοσ-Σwo hulls with free surface 
simulation(dipole distribution)/Whole vessel  
΢υνθήκεσ(Conditions) 
 1 2 YES NO 
number of 
hulls 
-   - - 
free surface - -   - 
yaw angle - - -   
 
 
Eικόνα 4.21 Δφο γάςτρεσ  με προςομοίωςη ελεφθερησ 
επιφάνειασ(κατανομή διπόλων)-Σwo hulls with free surface 
simulation(dipole distribution) 
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Eικόνα 4.22 Κατανομή φορτίων ςτον y-άξονα κατά μήκοσ των δφο 
υδροπτερυγίων (Double hull) 
΢το παραπάνω διάγραμμα βλζπουμε αποτυπωμζνθ τθ γενικι ευςτάκεια ςτο 
οριηόντιο επίπεδο που χαρακτθρίηει ζνα καταμαράν γενικά και το ΑC45 ςτθν 
προκειμζνθ περίπτωςθ.                                                                                                                     
 Η επαλλθλία των πλευρικϊν δυνάμεων των δφο υδροπτερυγίων  ιςοδυναμεί με  
μθδενικι πλευρικι φόρτιςθ. 'Αμα κζλουμε τθν πλευρικι 'ςυνειςφορά' ενόσ 
υδροπτερυγίου,πρζπει το άλλο να μθ λειτουργεί μζςα ςτο νερό,κάτι για το οποίο 
είναι υπεφκυνο το πλιρωμα. Γενικά,όποιο πλευρικό φορτίο αναπτφςςεται από τα 
υδροπτερφγια ζχει ςτόχο τθν αντιςτάκμιςθ των πλάγιων δυνάμεων των πανιϊν για 
ιςορροπία πλοιγθςθσ ςτο οριηόντιο επίπεδο. 
'Οπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί,θ προςομοίωςθ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ  ζγινε με μια 
επιφανειακι κατανομι διπόλων γφρω από τισ δφο γάςτρεσ ςτο επίπεδο  z=0. Η 
επιφάνεια αυτι παραμζνει απαραμόρφωτθ ςτο χρόνο με μθδενικζσ κάκετεσ 
ταχφτθτεσ,προςπακοφμε όμωσ να προβλζψουμε τθν ανφψωςθ του 'κφματοσ'  ωσ 
εξισ: 
Η εξίςωςθ Bernoulli ςτθ γενικευμζνθ μορφι: 
𝑝 +
1
2
𝜌𝑈2 + 𝜌𝑔𝑧 = 𝑝∞ +
1
2
𝜌𝑈∞
2           (4.1) 
Για απαραμόρφωτθ επιφάνεια ο όροσ ρgz δεν ζχει νόθμα: 
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𝑝 − 𝑝∞
1
2𝜌𝑈∞
2   
= 1 −  
𝑈
𝑈∞
 
2
= 𝐶𝑝        (4.2) 
Tϊρα για ζνα υποκετικό ςθμείο τθσ επιφάνειασ με φψοσ z,θ 4.1 γράφεται: 
𝑝′ − 𝑝∞ =
1
2
𝜌𝑈∞
2  1 −  
𝑈
𝑈∞
 
2
 − 𝜌𝑔𝑧        (4.3) 
Σο αριςτερό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ μθδενίηεται αφοφ μιλάμε για λεπτι  επιφάνεια που 
δεν υπάρχουν διαφορζσ πιζςεων και με τθ βοικεια τθσ 4.2 τελικά ζχουμε: 
𝑧 =
1
2𝐶𝑝𝑈∞
2
𝑔
               (4.4) 
Παρακάτω φαίνεται θ προςομοίωςθ του 'κφματοσ'  ανάμεςα ςτισ δφο γάςτρεσ: 
Eικόνα 4.23 Προςομοίωςη κφματοσ ανάμεςα ςτισ δφο γάςτρεσ-Wave 
simulation among the two hulls 
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Eικόνα 4.24 Προςομοίωςη κφματοσ ανάμεςα ςτισ δφο γάςτρεσ/Πλάγια 
όψη-Wave simulation among the two hulls/side view 
'Οπωσ είναι λογικό,οι κυματιςμοί είναι πιο ζντονοι ςτθν πλϊρθ και ςτθν πρφμνθ 
των  γαςτρϊν (Εικόνα 4.23),με τθν ζνταςι τουσ να μειϊνεται όςο 
απομακρυνόμαςτε από αυτζσ (Εικόνα 4.24). 
Ακολουκεί και ο ομόρρουσ τθσ περίπτωςθσ: 
Eικόνα 4.25 Ομόρρουσ για δφο γάςτρεσ με προςομοίωςη ελεφθερησ 
επιφάνειασ-Wake of two hulls with free surface simulation 
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4.2.5 Μία γάςτρα με ςυμμετρία ωσ προσ το επίπεδο z=0-Οne hull with 
z=0 level symmetry 
 
 
 
Εικόνα 4.26 Μία γάςτρα με ςυμμετρία ωσ προσ το z=0 επίπεδο-Οne hull 
with z=0 level symmetry 
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Εικόνα 4.27 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ του 
υδροπτερυγίου (simple case/free surface/symmetry) 
Βλζπουμε ότι θ προςκικθ μια ςτερεισ επιφάνειασ πάνω από τθ γάςτρα που δεν 
επιτρζπει κάκετεσ ταχφτθτεσ  ζχει αυξθτικι δράςθ ςτα παραγόμενα από το 
υδροπτερφγια φορτία,αφοφ μειϊνει τθν επαγόμενθ αντίςταςθ.                                                                                                              
 Ο υπολογιςμόσ αυτόσ  δεν  ζχει προφανϊσ καμία ςχζςθ με τισ πραγματικζσ 
ςυνκικεσ. 'Εγινε γιατί ςτο παραπάνω διάγραμμα αποτυπϊνεται καλά θ 
υπολογιςτικι επίδραςθ μιασ  κατανομισ διπόλων (free surface) και μιασ κατανομισ 
πθγϊν (hull symmetry) πάνω από τθν προσ υπολογιςμό γάςτρα.   
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4.3 Κατανομή  φορτίων κατά μήκοσ τησ γάςτρασ-Load 
distribution along the hull 
Αφοφ υπενκυμίςουμε ότι το 1ο strip τθσ γάςτρασ αντιςτοιχεί ςτθν πρφμνθ τθσ  και 
το τελευταίο ςτθ πλϊρθ ,μποροφμε να παρακζςουμε τισ κατανομζσ φορτίων κατά 
μικοσ τθσ γάςτρασ ςτον y και z άξονα:  
Εικόνα 4.28 Κατανομή φορτίων ςτον y-άξονα κατά μήκοσ τησ 
γάςτρασ(simple case/free surface) 
 Εικόνα 4.29 Κατανομή φορτίων ςτον y-άξονα κατά μήκοσ τησ 
γάςτρασ(simple case/yaw angle) 
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 Εικόνα 4.30 Κατανομή φορτίων ςτον y-άξονα κατά μήκοσ τησ γάςτρασ                   
(simple case/yaw angle/symmetry) 
Καταρχάσ  παρατθροφμε ότι θ ειςαγωγι τθσ επιφανειακισ κατανομισ διπόλων με 
τθν οποία προςομοιϊςαμε τθν ελεφκερθ επιφάνεια δθμιουργεί πολφ μεγάλα 
φορτία ςτθν αρχι και το τζλοσ τθσ γάςτρασ(Εικόνα 4.28). Σα φορτία αυτά ωσ 
δφναμθ από τθ γάςτρα προσ το νερό δθμιουργοφν τα κφματα ςτο μπροςτινό μζροσ 
(το νερό ανεβαίνει πάνω ςτθν επιφάνεια του ςκάφουσ). Αντίςτοιχθ είναι και θ 
περίπτωςθ ςτθ πρφμνθ αν και εκεί το πράγμα περιπλζκεται ςτθν πράξθ κακϊσ θ 
ροι αποκολλάται  ενϊ ταυτόχρονα  και ο κυματιςμόσ που δθμιουργείται ςτθ πλϊρθ   
φτάνει πίςω.                                                       
Tϊρα,όςον αφορά τισ υπόλοιπεσ περιπτϊςεισ όπου οι καμπφλεσ φορτίων είναι 
'ςυγκρίςιμεσ',βλζπουμε ότι τα πλευρικά φορτία κατά μικοσ τθσ γάςτρασ κινοφνται 
γενικά γφρω από το 0 με ζντονα 'τινάγματα' ςτισ περιοχζσ 0-5 και 15-20 i-strip 
(Εικόνα 4.29,4.30). Είναι ακριβϊσ οι περιοχζσ 'δράςθσ' του πθδαλίου και του 
υδροπτερυγίου αντίςτοιχα. ΢τθν περίπτωςθ τθσ ροισ με γωνία βζβαια,είναι 
εμφανισ θ ανάπτυξθ φορτίων με ςυγκεριμζνθ κατεφκυνςθ ςτθν περιοχι 0-20 i-
strip.H ηϊνθ αυτι τθσ γάςτρασ με τθν φπαρξθ του πθδαλίου και του υδροπτερυγίου 
μπορεί να χαρακτθριςτεί και ωσ 'ενεργι  περιοχι' τθσ γάςτρασ (Εικόνα 4.31).               
             
                         
Εικόνα 4.31 Ενεργή περιοχή γάςτρασ 
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Εικόνα 4.32 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ τησ 
γάςτρασ(simple case/free surface) 
 
Εικόνα 4.33 Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ τησ 
γάςτρασ(simple case/yaw angle) 
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Εικόνα 4.34  Κατανομή φορτίων ςτον z-άξονα κατά μήκοσ τησ γάςτρασ                   
(simple case/yaw angle/symmetry) 
'Οςον αφορά τισ δυνάμεισ ςτον z άξονα παρατθροφμε πάλι  πολφ ζντονα φορτία 
ςτθν αρχι και το τζλοσ τθσ ςτθν περίπτωςθ ελεφκερθσ επιφάνειασ(Εικόνα 
4.32).Σζτοια φορτία δεν κα δοφμε ςτθν πράξθ,αφοφ θ ενζργεια μετατρζπεται ςε 
ανφψωςθ του νεροφ όπωσ φάνθκε και ςτο κεφάλαιο 4.2.4. ΢τα υπόλοιπα 
διαγράμματα (Εικόνα 4.33,4.34) γενικά είναι διακριτι θ 'ενεργι περιοχι' τθσ 
γάςτρασ,ενϊ όπωσ είναι λογικό θ αποτφπωςθ  τθσ γωνίασ ροισ ςτα φορτία ςτον z 
άξονα είναι μθδαμινι.  
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4.4 Κατανομζσ πιζςεων και χρονική ςφγκλιςη τησ μεθόδου 
Ακολουκοφν ενδεικτικζσ κατανομζσ πιζςεων(CP) κατά μικοσ του υδροπτερυγίου και 
του πθδαλίου για τθν περίπτωςθ μίασ γάςτρασ(simple case): 
Κατανομή πίεςησ υδροπτερυγίου-daggerboard CP distribution  
Εικόνα 4.35 Κατανομή πίεςησ υδροπτερυγίου-daggerboard CP distribution       
(simple case) 
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Κατανομή πίεςησ πηδαλίου-rudder CP distribution 
Εικόνα 4.36 Κατανομή πίεςησ πηδαλίου-rudder CP distribution                               
(simple case) 
Για λόγουσ πλθρότθτασ ακολουκεί και θ ςυγκριτικι κατανομι πιζςεων CP του 
υδροπτερυγίου που προφανϊσ αναμζνεται να ςυμβαδίηει με τθ ςφγκριςθ φορτίων 
τθσ κάκε περίπτωςθσ. 
Εικόνα 4.37 ΢υγκριτική κατανομή πίεςησ του υδροπτερυγίου-daggerboard 
comparative CP distribution(simple case/free surface/symmetry) 
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'Οςον αφορά τθ ςφγκλιςθ τθσ μεκόδου παρατίκεται ενδεικτικά θ χρονικι εξζλιξθ 
των  πιζςεων(CP) ςε ζνα strip του υδροπτερυγίου και ζνα strip του πθδαλίου: 
 
Εικόνα 4.38 Χρονική εξζλιξη τησ κατανομήσ πιζςεων  ςτο strip μζγιςτησ 
υποπίεςησ του υδροπτερυγίου 
 Εικόνα 4.39 Χρονική εξζλιξη τησ κατανομήσ πιζςεων  ςε strip του πηδαλίου 
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'Oπωσ βλζπουμε,για τθν κατανομι πιζςεων  του υδροπτερυγίου θ μζκοδοσ ζχει 
ςυγκλίνει από πολφ νωρίσ. Ο λόγοσ που ζγιναν 800 χρονικά βιματα είναι θ 
ςφγκλιςθ τθσ μεκόδου για το πθδάλιο,θ οποία και επιτυγχάνεται αργότερα από 
αυτι του υδροπτερυγίου. Η ταχφτθτα ςφγκλιςθσ τθσ μεκόδου για τα δφο 
υδροδυναμικά ςϊματα ζχει να κάνει όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί με τθ ςχετικι τουσ 
κζςθ. Σο υδροπτερφγιο παραλαμβάνει τθν αδιατάρακτθ ροι,ενϊ το πθδάλιο 
υποδζχεται τθ 'ςτροβιλότθτα'  του υδροπτερυγίου και τθν απόκλιςθ τθσ ροισ λόγω 
γάςτρασ ,ζτςι είναι λογικό θ κατανομι πιζςεων εκεί να ςυγκλίνει αργότερα. 
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Κεφάλαιο 5: Αποτίμηςη τησ εργαςίασ 
 5.1 ΢υμπεράςματα 
Αυτι θ διπλωματικι εργαςία εςτίαςε ςτο υδροδυναμικό κομμάτι ενόσ ιςτιοπλοϊκοφ 
υδροπτζρυγου καταμαράν και  πζραν των ςυμπεραςμάτων που αναφζρονται ςτο 
4ο κεφάλαιο ςχετικά με τθ γεωμετρία και τθν αλλθλεπίδραςθ των υδροδυναμικϊν 
ςωμάτων προζκυψαν και άλλα επιμζρουσ ςυμπεράςματα. 
Διαπιςτϊκθκε ότι ο κϊδικασ  GENUVP  μπορεί να 'χειριςτεί' αρκετά και 
ανομοιόμορφα πλζγματα και να δϊςει αξιόπιςτα ποιοτικά αποτελζςματα. Σο είδοσ 
και θ ακρίβεια των αποτελεςμάτων ζχει να κάνει και με τθν προςζγγιςθ του 
προβλιματοσ. Γενικότερα θ πλοιγθςθ ενόσ ςκάφουσ τζτοιου τφπου είναι 
ςυνάρτθςθ πολλϊν παραγόντων που δε μελετικθκαν  ςτθ ςυγκεκριμζνθ 
διπλωματικι εργαςία. Για παράδειγμα,τα ιςτιοπλοϊκά ςκάφθ εξαιτίασ των πανιϊν 
παίρνουν κλίςθ,κάτι που επθρεάηει ςθμαντικά τθν απόδοςθ των υδροδυναμικϊν 
ςωμάτων. 
'Ομωσ μποροφμε να ποφμε ότι θ προςζγγιςθ τθσ ροισ ςφμφωνα με τισ παραδοχζσ 
που κάναμε ιταν ικανοποιθτικι και τα αποτελζςματα τθσ παροφςασ διπλωματικισ 
μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςαν προκάλαμοσ ςτθν καλφτερθ προςζγγιςθ ενόσ 
φυςικά και κατ'επζκταςθ  αρικμθτικά περίπλοκου προβλιματοσ. 
5.2 Προτάςεισ για μελλοντική εργαςία 
 
Προςθήκη των πανιϊν  
Προςομοίωςθ τθσ ροισ του αζρα γφρω από τα πανιά του ςυγκεκριμζνου 
ςκάφουσ.Παραμετροποίθςθ τθσ ςχετικισ τουσ κζςθσ και ανάλυςθ τθσ 
ςυμπεριφοράσ του ςκάφουσ με επίλυςθ των εξιςϊςεων κίνθςθσ λαμβάνοντασ 
υπόψιν τισ αντιςτάςεισ λόγω τριβϊν. 
 
Προςθήκη Ελεφθερησ Επιφάνειασ 
΢τθν παροφςα διπλωματικι όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί,ζγινε προςομοίωςθ τθσ 
ελεφκερθσ επιφάνειασ με μια απαραμόρφωτθ ςτο χρόνο λεπτι επιφάνεια και ζγινε 
'πρόβλεψθ' τθσ παραμόρφωςισ τθσ.Η περίπτωςθ ειςαγωγισ μιασ παραμορφϊςιμθσ 
επιφάνειασ κα αποτελοφςε μια καλφτερθ προςζγγιςθ του κφματοσ του νεροφ και 
του προβλιματοσ γενικότερα. 
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Περαιτζρω παραμετρική ανάλυςη των υδροδυναμικϊν ςωμάτων 
'Οπωσ είπαμε τα ιςτιοπλοϊκά ςκάφθ παίρνουν ζντονεσ κλίςεισ,κάτι που επθρεάηει 
τθ ςυμπεριφορά των υδροδυναμικϊν ςωμάτων,αφοφ ζχουμε ςυνεχισ αλλαγι των 
γωνιϊν πρόςπτωςθσ.Σο φάςμα των πικανϊν ςχετικϊν κζςεων των υδροδυναμικϊν 
ςωμάτων ςτο ςυγκεκριμζνο ςκάφοσ είναι πολφ μεγάλο και μποροφν να προκφψουν 
ενδιαφζροντα αποτελζςματα. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 
I.Αλγόριθμοσ διαχείριςησ ςειράσ κόμβων 
Ο παρακάτω αλγόρικμοσ επιτρζπει τθν παρουςίαςθ των κόμβων με τθν επικυμθτι 
ςειρά ωσ προσ NCW ι/και ΝΝΒ: 
program grid_readingway 
dimension X(10000),Y(10000),Z(10000) 
open(1,file='start_file') 
do i=1,NCW*NNB 
read(1,*) X(i),Y(i),Z(i) 
enddo 
open(2,file='asked_file') 
write(2,*) 
do i=1,NCW 
! do i=NCW,1,-1         **An to asked_file apaitei 
anapodo diavasma twn NCW sections               
do j=1,NNB 
! do j=NNB,1,-1         **An to asked_file apaitei 
anapodo diavasma twn NNB sections 
ij=(i-1)*NNB+j 
write(2,*) X(ij),Y(ij),Z(ij) 
enddo 
write(2,*)  
enddo 
end 
 
II.Αλγόριθμοσ  μετατροπήσ  πλζγματοσ 
 
O παρακάτω αλγόρικμοσ  μετατρζπει ζνα πλζγμα  ΝCW x NNB κόμβων ςε ζνα 
πλζγμα ΝΝΒ x NCW κόμβων 
 
program grid_turn 
Dimension X(10000),Y(10000),Z(10000) 
open(1,file='NCWxNNB_file') 
do i=1,NCW*NNB 
 read(1,*) X(i),Y(i),Z(i) 
enddo 
open(2,file='NNBxNCW_file') 
write(2,*)  
do i=1,NNB 
  k=i 
 do j=1,NCW 
   write(2,*) X(k),Y(k),Z(k) 
    k=k+NNB 
 enddo 
 write(2,*) 
enddo 
end 
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ΙΙΙ.Αλγόριθμοσ μείωςησ κόμβων υδροπτερυγίου(daggerboard) 
program dagger_airfoilcut 
DIMENSION X(1000),Y(1000),Z(1000),A(1000),B(1000),G(1000) 
open(1,file='starting_airfoil')   !122 points 
do j=1,122 
read(1,*) X(j),Y(j),Z(j) 
enddo 
k=0 
l=0 
do i=1,49 
if (i.eq.1) then  
  A(i)=X(i) 
  B(i)=Y(i) 
  G(i)=Z(i) 
elseif (i.ge.2 .and. i.lt.19) then 
  A(i)=X(2*i+k) 
  B(i)=Y(2*i+k) 
  G(i)=Z(2*i+k) 
  k=k+1 
elseif (i.ge.19 .and. i.lt.32) then 
  A(i)=X(i+36) 
  B(i)=Y(i+36) 
  G(i)=Z(i+36) 
elseif (i.ge.32 .and. i.lt.49) then 
A(i)=X(i+38+l) 
B(i)=Y(i+38+l) 
G(i)=Z(i+38+l) 
l=l+2 
else  
A(i)=X(122) 
B(i)=Y(122) 
G(i)=Z(122) 
endif 
enddo 
open(2,file='final_airfoil')   !49 points 
do i=1,49 
 write(2,*) A(i),B(i),G(i) 
enddo 
end 
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ΙV.Αλγόριθμοσ μείωςησ κόμβων  πηδαλίου(rudder) 
program rudder_airfoilcut 
DIMENSION X(1000),Y(1000),Z(1000),A(1000),B(1000),G(1000) 
open(1,file='starting_airfoil') !102 points 
do j=1,102 
read(1,*) X(j),Y(j),Z(j) 
enddo 
k=1 
l=0 
do i=1,57 
if (i.eq.1) then  
  A(i)=X(i) 
  B(i)=Y(i) 
  G(i)=Z(i) 
elseif (i.ge.2 .and. i.lt.24) then 
  A(i)=X(i+k) 
  B(i)=Y(i+k) 
  G(i)=Z(i+k) 
  k=k+1 
elseif (i.ge.24 .and. i.lt.35) then 
  A(i)=X(i+22) 
  B(i)=Y(i+22) 
  G(i)=Z(i+22) 
elseif (i.ge.35 .and. i.lt.57) then 
A(i)=X(i+23+l) 
B(i)=Y(i+23+l) 
G(i)=Z(i+23+l) 
l=l+1 
else  
A(i)=X(102) 
B(i)=Y(102) 
G(i)=Z(102) 
endif 
enddo 
open(2,file='final_airfoil')  !57 points 
do i=1,57 
 write(2,*) A(i),B(i),G(i) 
enddo 
end 
 
